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1. ВВЕДЕНИЕ

Механика сплошных сред (МСС) - раздел теоретической физики, в котором изучаются свойства движения газов, жидких и твердых деформируемых тел, а также плазмы. Все перечисленные состояния вещества объединяют понятием среда.

1.1. Модели механического движения

В развитии физики модели изучаемых явлений играют очень большую роль. Только построив и приняв определенную модель (желательно сначала наиболее простую), возможно описать явление математически и изучить главные, характерные и основные свойства изучаемого физического явления. Сравнение теоретически получаемых результатов с опытом подтверждает или отвергает адекватность построенной модели изучаемому явлению. Если характерные основные черты физического явления хорошо описываются принятой моделью, то предоставляется дальнейшая возможность для усложнения модели с целью описания более тонких деталей изучаемого явления. Если же сравнительно простая модель приходит в противоречие с опытом, то модель построена неправильно, что свидетельствует о нашем непонимании самого существа явления и необходимо или усложнить модель, или, что чаще всего, опираясь на экспериментальные факты, глубже вникнуть в физическую сущность явления и существенно изменить модель.

Изучение механического движения реальных тел по традиции начинается с модели движения материальной точки. Это самая простейшая модель движения реальных объектов. В этой модели предполагается, что основные свойства движения реальных тел можно изучить, не принимая во внимание их протяжённость и деформируемость. При этом математический аппарат, описывающий такую модель, наиболее прост. Физическое состояние тела характеризуется только его массой, а положение в пространстве - только тремя обобщёнными координатами. Однако даже при такой простейшей модели удалось изучить много основных черт движения реальных тел и установить фундаментальные законы движения: например, вывести законы сохранения количества движения и момента количества движения, законы сохранения механической энергии, законы движения центра масс системы частиц и т.д. На их основе изучены законы свободного падения тел, движения небесных объектов, решено много других задач, имеющих важное практическое значение. Кажется удивительным, что такая простейшая модель во многих случаях позволяет описать движение с очень большой точностью, как, например, в небесной механике.

Но в то же время существует достаточно много практических задач, которые не могут быть решены при помощи модели, игнорирующей размеры реальных тел (например, движение волчков, гироскопов и т.д.). Поэтому необходимо перейти к более сложной модели - модели движения абсолютно твёрдого тела, т.е. тела, которое имеет реальные размеры и в котором расстояние между любыми заданными точками не изменяется в процессе движения. Это более сложная модель и математически. Для её описания необходимо знать не только массу тела, но и три её момента инерции относительно трёх взаимно-перпендикулярных осей. Положение же тела в пространстве определяется уже не тремя, а шестью координатами, три из которых декартовые координаты какой-либо точки тела (например, центра тяжести) и три компоненты скорости или импульса тела в скоростном или импульсном пространстве, а также тремя эйлеровыми углами (поворота, нутации, чистого вращения), которые определяют положение тела в пространстве. Это уже более реальная модель( она позволяет понять и рассчитать движение волчков и гироскопов, а также решить ряд других практических задач.

Тем не менее, остается обширнейший класс явлений, которые не могут быть поняты и в рамках модели абсолютно твердого тела: например, движение жидкостей, газов и упругих тел, в котором расстояние между двумя заданными точками явно и существенно изменяется в процессе движения. Этот факт является важным для описания большого круга явлений, окружающих нас и требующих своего практического решения.

Таким образом, приходим к ещё более сложной модели - модели движения деформируемого тела, являющейся предметом изучения механики сплошных сред. Усложнение предыдущей модели твердого тела заключается в допущение, что в процессе движения расстояние между любыми точками тела могут изменяться (тело деформируется). Конечно, с усложнением модели существенно усложняется и математический аппарат. В общем случае к имеющимся характеристикам движения абсолютно твёрдого тела необходимо добавить ещё девять, характеризующих деформацию тела в любой точке в процессе движения.

1.2. Бесконечно малые в МСС. Пределы применимости МСС

Понятие сплошная среда также является некоторой физической моделью реальных тел. Хотя все физические тела состоят из отдельных молекул и атомов, масса которых сосредоточена в их ядрах, подавляющая часть пространства, занятого телом, (пустая( (действительно, размер ядра атома (10-12 см, а размер атома (10-8 см). В МСС предполагается, что вещество тела распределено непрерывно по его объёму и, например, плотность его является непрерывной функцией    координат    и    времени.    Будем    полагать    также,    что   и   другие 
характеристики тела являются непрерывной функцией координат и времени. Такая модель позволяет нам воспользоваться математическим аппаратом традиционного дифференциального и интегрального исчисления. Этот аппарат и модель сплошной среды заставляют физически определенно указать, что понимается под бесконечно малыми в МСС.

1.2.1. Элемент объёма в МСС

Изучая движение сплошной среды, будем разбивать её на некоторые малые части, в пределах которых все их физические характеристики можно считать примерно постоянными. Характеристики изменяются лишь при переходе от одной малой части среды к другой соседней части. Это изменение происходит непрерывно в зависимости от их координат и времени.

Ясно, что эта малая часть - элемент объёма (V должна быть много меньше объёма рассматриваемого тела V с тем, чтобы можно было воспользоваться методами дифференциального исчисления. С другой стороны, этот элемент объёма все же должен быть достаточно большим, чтобы содержать достаточно большое число молекул вещества для того, чтобы все его физические характеристики имели бы смысл. В самом деле, если этот элемент объёма будет содержать мало молекул, то становятся неопределенными такие характеристики вещества как температура, давление и плотность в этом элементе объема. Флуктуации этих характеристик будут столь большими, что мы не сможем сказать ничего достаточно определенного об их величине в данный момент времени в данной точке пространства, занятого телом.

Таким образом, требование, предъявляемое в МСС к элементу объёма (V, можно записать следующим образом. Пусть L есть характерный линейный размер тела (например, диаметр шара или длина ракеты). Тогда величина L3 определяет порядок объёма тела. Далее, если 
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 есть среднее расстояние между молекулами, то можно считать, что в объёме l3 находится одна молекула. Если в 1 см3 находится n молекул, то очевидно 
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. Поэтому элемент объёма  в механике сплошных сред должен удовлетворять следующему неравенству
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Нетрудно видеть, что понятие бесконечно малого объёма в МСС является понятием относительным. Например, в объёме V=1 см3 при давлении 760 мм рт.ст. и температуре 293К находится количество молекул, определяемое числом Лошмидта и равное No=2,687(1019 молекул(см3. Рассмотрим элемент объёма (V с размером ребра куба 0,1 мм. Тогда (V=10-6 см3. Размер молекул газа можно принять  равным  
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 см.  Тогда  элементарный  объём  имеет  порядок 
10(22 см3. Таким образом, в рассматриваемом случае получаем неравенство 
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см3 << (V = 10-6 см3 << V = 1 см3.

Причем, в элементе объёма (V содержится 1013 молекул, которых вполне достаточно для статистического определения давления и температуры, а также других макроскопических параметров газа.

Далее, рассмотрим движение ракеты с характерным размером L~1 м в межзвездном газе, состоящем из нейтральных атомов водорода. Если воспользоваться для описания этого движения методами МСС, то в качестве элемента объёма необходимо взять (V = 1 см3. Тогда, естественно, выполняется правая часть неравенства (1.1), т.к. (V/L3~10 -6. Однако известно, что в выбранном элементе объёма межзвездного газа находится лишь одна частица и то лишь в среднем. Подавляющее время движения этот элемент объёма будет пустым. Очевидно, в этом случае невозможно определить в элементе объёма (V температуру и давление газа как непрерывную функцию координат и времени. Следовательно, использование методов МСС для описания движения ракеты в межзвездном газе является некорректным.

Рассмотрим аналогичный пример( движение Земли в межзвездном газе. Объём Земли по порядку величины равен L3~1012 км3. Выберем элемент объёма (V =1 км3. Такой выбор (V полностью удовлетворяет неравенству (1.1), т.к. в выбранном элементе объёма содержится 1015 атомов, которых достаточно для статистического определения физических характеристик элемента объёма газа. Следовательно, задачу о движение Земли в межзвездном газе можно решить методами МСС, если бы ни еще одно физическое обстоятельство, которое нельзя игнорировать при выборе элемента объема среды.

Вышеприведенное определение малого элемента объёма ∆V как объёма, содержащего достаточно большое число молекул, безусловно, справедливо для жидкостей и твёрдых тел, в которых среднее расстояние между атомами и молекулами порядка размеров самих атомов и молекул. Поэтому это (достаточное( число молекул одновременно означает достаточное число взаимодействующих между собой молекул. С физической точки зрения именно взаимодействие между молекулами является тем механизмом, при помощи которого в нём обеспечивается усреднение и непрерывное распределение его свойств.

Однако такое определение явно недостаточно для бесконечно малого элемента объёма в газе. Действительно, в разреженном газе часто можно легко удовлетворить правую часть неравенства (1.1) и указать такой элемент объёма, который будет содержать еще большое число частиц, достаточное для определения средних макроскопических характеристик этого элемента объёма. Но внутри   этого   элемента   объёма   молекулы   могут   и   не   сталкиваться,   т.е. не 
взаимодействовать друг с другом. Следовательно, макроскопические характеристики этого элемента объёма не будут функциями его координат. Поэтому для газов неравенство (1.1) необходимо заменить более жестким условием
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Здесь ( есть средняя длина свободного пробега молекул в газе. Для оценки величины   (   можно   воспользоваться   известной   формулой  
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( ~10-8 см есть диаметр молекулы. Неравенство (1.2) гарантирует, что в выбранном элементе объема находится не просто достаточное число молекул, а достаточное число взаимодействующих, т.е. сталкивающихся, молекул.

Если вновь вернуться к задаче о движение Земли в межзвёздном газе, то легко убедиться, что левая часть неравенства (1.2) не выполняется. Действительно, поскольку n = 1 молекула(см3, то ( (1011 км и (3(1033 км3. В качестве же элемента объёма был выбран объем (V=1 км3. Таким образом, (3>>(V.  Это означает, что в выбранном элементе объёма атомы межзвездного газа не сталкиваются. Формальное же усреднение их характеристик дает некоторую макроскопическую величину, которая является характеристикой не данного элемента объёма, а объема (3 , чья величина значительно превышает объём самой Земли и сравнима с объёмом солнечной системы. Поэтому и эта задача не может быть решена методами МСС. Она может быть успешно решена методами кинетической теории газов, которая строится на основе дискретного молекулярного строения вещества.

Несколько другие соотношения получаются, если учесть, что межзвёздный газ состоит из ионизованного водорода, т.е. электронов и протонов. В этом случае длина свободного пробега частиц существенно уменьшается, и появляется возможность использовать методы МСС для решения подобных задач (например, обтекание Земли (солнечным ветром( и т.п.).

В принципе любую задачу о движение тел, состоящих из отдельных молекул, можно решить методами кинетической теории. Однако такой подход во многих случаях оказывается чрезвычайно сложным, содержащим слишком много несущественных для рассматриваемых задач подробностей. МСС же в рамках сформулированной модели позволяет получить во многих практически важных случаях вполне приемлемые решения, хорошо совпадающие с опытом. В МСС разработан свой достаточно специфический математический аппарат, позволяющий успешно решать практические задачи.

1.2.2. Малый промежуток времени в МСС

Совершенно ясно, что бесконечно малый промежуток времени 
[image: image9.wmf]D

t в методах   дифференциального   исчисления   должен   быть   мал   по   сравнению с 
характерным временем решаемых задач. Для периодических движений он должен быть значительно меньше периода движения, для неустановившихся движений - значительно меньше времени установления стационарного движения или времени релаксации физических параметров состояния tp .

С другой стороны, бесконечно малый промежуток времени должен быть значительно больше характерных времен молекулярного движения (м. Полагая, что в элементе объёма все физические характеристики рассматриваемого тела постоянны, необходимо выбрать бесконечно малый промежуток времени, достаточный для выравнивания этих характеристик внутри выбранного элемента объема. Для газов мерилом этого времени (м может служить время взаимодействия молекул, для твёрдых тел и жидкостей - период колебаний молекул или атомов кристаллической решётки или время локализации молекулы в данной точке неподвижной жидкости. Таким образом, бесконечно малый промежуток времени в МСС должен удовлетворять условию(
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Левая часть неравенства должна выполняться еще и потому, что силы, действующие между молекулами вещества, являются близкодействующими. Поэтому передача взаимодействия между различными соседними элементами тела может осуществляться только через движение молекул, находящихся на границе этих частей. Следовательно, при временах, меньших или порядка (м, просто не существует взаимодействия между соседними элементами объема, а стало быть отсутствует механизм, при помощи которого непрерывно изменяются физические характеристики этих элементов.

2. КИНЕМАТИКА СПЛОШНОЙ СрЕДЫ

2.1. Деформация

Кинематика (от греческого слова kinema - движение) - это раздел механики, в котором изучаются геометрические свойства движения тел без учёта их масс и действующих на них сил. В зависимости от свойств изучаемого движения кинематику подразделяют на: кинематику материальной точки, кинематику абсолютного твердого тела и кинематику непрерывно изменяющейся среды (деформация твердого тела, жидкости или газа)
В кинематике сплошной среды задача заключается в том, чтобы составить уравнение движения некоторого элемента объёма (или массы) тела. Под влиянием внешних сил или при изменении температуры тело изменяет свою форму и объём. Поэтому расстояние между двумя любыми соседними точками изменяется, т.е. тело деформируется. Деформации подразделяют на однородные (растяжение или сжатие) и неоднородные (изгиб, кручение).

[image: image11.wmf] 

P

 

Q

 

Q

 

'

 

P

 

'

 

 

 

х

 

2

 

r + 

 

dr

 

u(r)

 

du

 

dr

 

'

 

r

 

'

 

dr

 

r

 

 x

 

1

 

 x

 

3

 

u(r+dr)

 


Рис.2.1.

Рассмотрим в декартовой системе координат некоторое тело (рис.2.1). Обозначим оси координат через 
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 (i=1,2,3). Выделим бесконечно малый элемент объёма тела, расположенный около точки P . Положение точки P можно характеризовать радиус-вектором 
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[image: image14.wmf])

,

,

(

3

2

1

x

x

x

¢

¢

¢

=

¢

r

. Смещение точки P , равное





(2.1.1)
называют деформацией или вектором смещения, или просто смещением.

Для неизотропного тела деформация является функцией координат точки P, т.к. в других точках тела она может быть и другой. Задание вектора 
[image: image15.wmf]u

 как функции 
[image: image16.wmf]r

 во всех точках тела полностью определяет деформацию тела. 

Теперь рассмотрим деформацию в точке Q , лежащей около точки P в дифференциальной окрестности первого порядка. После деформации точка Q перейдет в другую точку пространства - точку Q( с радиусом-вектором r(+ dr( . Используя правило параллелограмма, можно связать деформацию в точке P с деформацией в точке Q. Из рис.2.1 очевидно, что


u(Q) = u(P) + du , 
(2.1.2)
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Каждую компоненту 
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 в точке 
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 можно разложить в ряд Тейлора
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(2.1.3)

Ограничимся при разложении лишь вторым, линейным членом разложения. Если деформация тела во всех его точках удовлетворяют соотношению (2.1.3), то такое тело называют телом однородной линейной деформации. Учет нелинейных членов разложения в уравнение (2.1.3) требуется только при больших деформациях. В дальнейшем рассматриваются лишь малые деформации, когда деформацию можно рассматривать как упругую, при которой после снятия внешних сил тело полностью восстанавливает свою форму и объём.

Если условиться, что по дважды повторяющемуся индексу производится суммирование, то (2.1.3) можно записать в виде(
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(2.1.4)
Следовательно, можно записать
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(2.1.5)
Величина Aik есть тензор второго ранга третьей мерности. Тензор Aik называют тензором относительной деформации. Его компоненты являются в общем случае функциями координат и времени, т.е. 

. Будем предполагать, что компоненты тензора относительной деформации малы по сравнению с единицей из-за малости деформации или из-за малости промежутка времени деформирования, т.е. Aik<<1.

В тензоре Aik можно выделить симметричную и антисимметричную часть, 





(2.1.6)

Симметричную часть (ik тензора Aik называют тензором деформации, который равен
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(2.1.7)

Антисимметричную часть (ik тензора Aik называют тензором поворота(




(2.1.8)

Таким образом, изменение i-ой компоненты смещения в точке Q равно:
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(2.1.9)
2.2. Тензор поворота

Рассмотрим физический смысл компонент тензора поворота (ik . Предположим, что все компоненты тензора деформаций ( ik равны 0, т.е. ( ik=0. Тогда в соответствие с (2.1.9) имеем
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Поскольку в соответствие с определением (2.1.8) компоненты 
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 образуют матрицу(
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(2.2.2)

причем 
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. Таким образом, имеются лишь три независимых компоненты тензора поворота 

. Введем обозначения 
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. В результате матрица (2.2.2) имеет вид(
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(2.2.3)
Тогда компоненты вектора 

 согласно (2.2.1) можно записать в виде
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Данные соотношения определяют компоненты вектора 
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 который равен векторному произведению векторов (  и 

, т.е.:


du = du1·i + du2·j + du3 k =
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(2.2.4)
Вектор du в случае (ik= 0 представляет собой вектор малого поворота элемента объёма (точки Q), находящегося на расстояние dr от точки P, на некоторый малый угол ( (рис.2.2).
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Рис.2.2.

Таким образом, компоненты тензора поворота (ik определяют поворот дифференциальной окрестности первого порядка (точки Q) около точки P как абсолютно твёрдого тела на некоторый малый угол (, т.е. антисимметричная часть (ik тензора относительной деформации Aik описывает не деформацию элемента тела в данной точке в собственном смысле этого слова, а лишь его поворот как элемента абсолютно твёрдого тела.

Вспомним определение компонент ротора некоторого вектора u(


[image: image38.wmf].

 

0

0

0

      

.

 

  

 

3

2

1

1

2

1

3

2

3

3

2

1

3

2

1

3

2

1

dx

dx

dx

du

du

du

u

u

u

x

x

x

×

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

=

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

¶

¶

¶

¶

¶

¶

=

j

j

j

j

j

j

k

j

i

u

rot


(2.2.5)

Но согласно определения (2.1.8) для независимых компонент тензора поворота (ik и уравнения (2.2.5) для компонент rot u можно записать следующие соотношения:
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(2.2.6)
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Очевидно, что уравнения (2.2.6) определяют компоненты вектора ( равенством


( = 

 .
(2.2.7)

Следовательно, компоненты тензора поворота представляют собой компоненты ротора смещения.

2.3 Тензор деформации

Тензор деформации по определению (2.1.7) равен
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Матрица компонент тензора деформаций имеет вид
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(2.3.1)
Как всякий симметричный тензор (ik можно привести к главным осям. В главных осях матрица компонент тензора (ik будет иметь вид


[image: image44.wmf].

 

0

0

0

0

0

0

 

 

0

33

0

22

0

11

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

e

e

e

e

ik


Диагональные компоненты тензора деформаций в главных осях 

 называют главными значениями тензора (ik и они описывают главные деформации среды.

Если все компоненты тензора поворота равны нулю, т.е. (ik=0, то согласно (2.1.9) i-я компонента изменения смещения равна




(2.3.1)

Обозначим проекции приращения вектора dr в главных осях через d
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. Тогда деформации в главных осях можно записать в виде(




(2.3.2)
Здесь 
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 есть деформация отрезка 
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. Все деформации направлены по главным осям. В силу линейности деформаций деформация любого отрезка (не обязательно бесконечно малого) в главных осях  имеет вид :
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Из (2.3.3) видно, что главные деформации описывают локальные растяжение (+) или сжатие (-) элемента объёма в направлении главных осей деформации. Растяжение или сжатие по трем взаимно перпендикулярным направлениям называют чистой деформацией.
Таким образом, если все компоненты тензора поворота равны нулю ((ik = 0), то всегда в элементе объёма, лежащем около точки P, можно определить главные оси деформации, в которых этот элемент объёма испытывает чистую деформацию. Если же компоненты тензора (ik не равны нулю, то они описывают поворот этих главных осей вокруг точки P на некоторый малый угол. Следовательно, деформация некоторого элемента объёма тела в общем случае сводится к его чистой деформации (растяжению или сжатию по его главным осям деформации) и повороту на малый угол главных осей деформации, причем этот поворот происходит как поворот абсолютно твердого тела.

2.3.1. Изменение объёма тела при деформации

Поскольку компоненты тензора поворота (ik описывают поворот элемента объёма как абсолютно твердого тела, то они не могут влиять на изменение его объёма при деформации. Рассмотрим чистую деформацию в главных осях, которая единственно может привести к изменению объема рассматриваемого элемента.

Пусть до деформации изменение элемента объёма в главных осях определяется выражением





После деформации рёбра элемента объёма получают приращения и их величину можно определить как





Принимая во внимание (2.3.3), элемент объёма после деформации можно записать в форме:




Поскольку рассматриваются только малые деформации, т.е. 

, то, пренебрегая  величинами  более  высокого  порядка  малости, получим выражение 

для 
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Тогда относительное изменение объёма при чистой деформации определяется соотношением





(2.3.4)

Из тензорного анализа известно, что сумма диагональных элементов тензора является линейным инвариантом при его преобразованиях. Поэтому, используя (2.3.4), можно записать




inv .

Следовательно, для нахождения относительного изменения элемента объёма тела при его деформации нет необходимости приводить тензор деформации (ik к его главным осям. Сумма его диагональных элементов в любых осях определяет относительное изменение элемента объёма.

Соотношение (2.3.4) можно записать и в следующем виде
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(2.3.5)

Таким образом, относительное изменение объёма при деформации определяется дивергенцией вектора деформаций. Следует заметить также, что сдвиг, описываемый недиагональными элементами тензора деформаций (ik (в отличие от диагональных), не приводит к изменению объёма, а описывает лишь изменение формы рассматриваемого элемента объёма.

2.3.2. Геометрические свойства линейных деформаций

Отметим следующие геометрические свойства линейных деформаций.

1. Точки элемента объёма тела, находящиеся до деформации в одной плоскости, после линейной деформации также расположатся в некоторой плоскости.
Действительно, запишем уравнение плоскости в главных осях





После деформации новые координаты точек плоскости будут связаны со старыми координатами в соответствие с (2.3.3) соотношениями
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Тогда координаты точек после деформации удовлетворяют уравнению вида
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или
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Новые координаты точек после деформации удовлетворяют уравнению некоторой другой плоскости. Этот результат справедлив и в любой системе координат в общем случае деформации, а не обязательно только для чистой деформации, которая рассмотрена для доказательства. Действительно, в общем случае деформация элемента объёма состоит из растяжения или сжатия по главным осям и повороту этих осей на некоторый малый угол как абсолютно твёрдого тела, определяемый компонентами тензора поворота. Поворот же элемента объёма как абсолютно твёрдого тела, содержащего некоторую плоскость, не может сместить точки тела из этой плоскости.

2. Точки, лежащие на одной прямой в элементе объёма до деформации, после деформации также лежат на некоторой прямой. 
Доказательство следует из первого свойства, т.к. прямая является геометрическим местом точек пересечения двух плоскостей. Следовательно, влияние линейной деформации на материальные точки, расположенные на некотором отрезке прямой, проявляется, во-первых, в повороте прямой на некоторый малый угол и, во-вторых, в растяжении или сжатии этого отрезка.
3. Две параллельные плоскости в элементе объёма до деформации остаются параллельными и после его деформации.

Действительно, пусть имеем две параллельные плоскости в элементе объёма. В главных осях уравнения этих плоскостей имеют вид(
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Плоскости параллельны, если выполняется соотношение(
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После деформации плоскости описываются уравнениями(
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Как видно, условие параллельности плоскостей выполняется и после деформации.
4. Из условия сохранения параллельности плоскостей при деформации вытекает условие параллельности двух прямых, т.е. две параллельные прямые, проведенные в элементе деформируемого объёма, останутся параллельными и после линейной деформации.

Повторяя рассуждения пункта 1, можно утверждать, что свойства параллельности прямых и плоскостей сохраняются и при произвольной линейной деформации.

2.3.3. Эллипсоид деформации

Рассмотрим в элементе объёма сферу единичного радиуса с центром в начале координат главных осей. Уравнение сферы имеет вид:





После линейной деформации координаты точек на поверхности сферы, как и в предыдущем параграфе, определяются соотношениями
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Тогда уравнение сферы после деформации имеет вид
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Из данного уравнения следует, что при линейной деформации уравнение сферы переходит в уравнение эллипсоида, если все главные значения тензора деформаций различны. Этот результат справедлив не только в главных осях, но и при произвольной линейной деформации, т.к. поворот элемента объёма как абсолютно твердого тела на некоторый угол не изменяет формы поверхности, расположенной внутри этого элемента объема. Если 

 (деформация однородна), то сфера переходит в сферу большего или меньшего радиуса. Если 

, то сфера переходит в эллипсоид вращения.

2.4. Температурная деформация

Расстояние между двумя точками элемента объёма тела может изменяться не только с приложением к телу внешних сил, но и в результате изменения его температуры. В пределах элемента объёма тела температура предполагается постоянной. Если в начальный момент времени температура элемента объёма равнялась To , то после нагревания или охлаждения тела пусть она будет равна T . Изменение температуры равно (T=T-To . При этом предполагается, что внутри элемента не возникает каких-либо напряжений. В общем случае деформации элемента объёма вследствие изменения его температуры пропорциональны изменению температуры, и поэтому можно записать
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(2.4.1)

В этом соотношение тензор деформаций 
[image: image62.wmf]T
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 называют тензором теплового расширения, а  величины  
[image: image63.wmf]ik

a

  называют  коэффициентами  линейного теплового расширения. В общем случае коэффициенты 
[image: image64.wmf]ik

a

 образуют диагональный тензор 2-го ранга. Так как рассматриваемый элемент объёма достаточно мал, то его можно считать однородным и температурные деформации имеют место только в главных осях. Следовательно, температурная деформация элемента объёма тела происходит без его поворота и заключается в расширении или сжатии по трём взаимно перпендикулярным главным осям деформации.

В главных осях матрица компонент тензора 
[image: image65.wmf]ik

a

 имеет вид
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Нетрудно видеть по аналогии с предыдущим, что при температурной деформации сфера деформируется в эллипсоид, имеющий уравнение
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Если 

, то сфера деформируется в сферу большего или меньшего радиуса. Если 

, то сфера деформируется в эллипсоид вращения.

Если 

, то тело изотропно и характеризуется лишь одним коэффициентом линейного теплового расширения (. Тогда тензор теплового расширения можно записать в виде:





(2.4.2)

Здесь 

- единичный симметричный тензор или символ Кронекера. В этом случае из (2.4.1) следует знакомый из общего курса физики результат(
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Так как 
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 есть приращение отрезка 
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dx

 вследствие температурных деформаций, то в силу линейности и изотропности деформаций для приращения любого отрезка 
[image: image71.wmf]l

 при однородном нагревании тела можно записать известную формулу
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Относительное изменение объёма при температурной деформации для изотропного тела по аналогии с (2.3.5) имеет вид(




(2.4.4)

Последнее соотношение для малых температурных деформаций можно записать в дифференциальной форме, если полагать, что 
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(2.4.5)

Величину 3( называют коэффициентом объёмного расширения тела. Производная  в последней формуле взята при постоянном давлении, т.к. при однородном нагревании тела в отсутствие внешних сил внутри него не возникает каких-либо напряжений. Эту величину называют изобарической (изобарной) сжимаемостью среды.
2.5. Теорема Коши-Гельмгольца

При рассмотрении деформаций предполагалось, что тело в целом находится в состоянии покоя. Если же тело под действием внешних сил перемещается в пространстве, то перемещается и точка P как полюс (Рис.2.1). Поэтому, рассматривая смещение произвольного элемента объёма тела, в общем случае можно сформулировать теорему Коши-Гельмгольца в форме:

Общее перемещение некоторой точки Q элемента объёма деформируемого тела, содержащего точку P , может быть представлено в виде суммы:

· поступательного перемещения точки P как полюса;

· вращения точки Q вместе с элементом объёма как абсолютно твердого тела вокруг точки P на малый угол, определяемый вектором поворота (;

· собственно деформационного перемещения вследствие сжатия или растяжения по трем взаимно перпендикулярным осям (главным осям деформации).
Математически теорему можно записать следующим образом:

          u(Q) = u(P) + [ ((dr ] + duдеф ,
u(r+dr) = u(r) + [ ((dr ] + duдеф ,
(2.5.1)

ui (r+dr) = ui(r) + (ikl(kdxl + (ikdxk .

Здесь 
[image: image75.wmf]ikl

ε

 - символ Леви-Чивита. Из (2.5.1) видно, что по сравнению с механикой абсолютно твердого тела в механике деформируемого тела к смещению точки добавляется еще одно слагаемое, связанное с собственно деформацией среды.

Если температура тела не остается постоянной, то к правой части (2.5.1) необходимо добавить еще одно слагаемое, определяющее температурную деформацию согласно  (2.4.1). Тогда общее перемещение точки Q равно
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(2.5.2)
3. ТЕНЗОР НАПРЯЖЕНИЙ

3.1. Силы массовые, объёмные и поверхностные

Под влиянием внешних сил тело деформируется. В результате деформаций в теле возникают напряжения. Все силы, действующие на элемент объёма деформируемого тела, разделяют на две категории: силы массовые или объёмные и силы поверхностные.

3.1.1. Массовые силы

Массовые силы - это силы, пропорциональные массе элемента объёма тела. Если масса элемента объема тела (V равна (m , то массовая сила (F, действующая на этот элемент объёма, равна
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Здесь fm - напряжённость (плотность) массовой силы или массовая сила, действующая на единицу массы. Если ввести понятие массовой плотности вещества





то в пределах однородного элемента объёма можно записать
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EMBED Equation.2[image: image79.wmf].
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Тогда по аналогии произведение 
[image: image80.wmf]v
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 можно назвать напряжённостью (плотностью) объёмной силы, т.е. силой, действующей на единицу объёма. Типичными массовыми или объёмными силами являются: сила тяжести, Лоренцева сила, сила Кориолиса и т.п.

3.1.2.Силы поверхностные

В МСС по сравнению с механикой точки и абсолютно твердого тела необходимо ввести новое понятие - понятие о поверхностных силах. Если внутри деформируемого тела мысленно выделить некоторый объём, то на его поверхность со стороны остальной части будут действовать некоторые силы вследствие деформации, т.е. смещения одних участков тела по отношению к другим. Взаимодействие между соседними элементами тела осуществляется при помощи короткодействующих молекулярных сил (радиус действия молекулярных сил порядка размеров атомов или молекул). Поэтому передача силового взаимодействия от одного элемента объёма к соседнему осуществляется практически лишь через очень тонкий (порядка нескольких ангстрем) поверхностный слой, который можно считать разделяющей поверхностью. Тогда не рассматриваемая или мысленно отбрасываемая часть объёма тела действует на выделенный элемент объёма только через его поверхность. Это силовое воздействие на выделенный элемент объёма может быть заменено некоторыми поверхностными силами.

Таким образом, поверхностные силы - это внутренние силы в деформируемом теле, которые возникают между соседними частями тела (на граничных поверхностях) при деформации или движении среды (например, сила давления, вязкие напряжения и т.д.). Если тело не деформировано, но однородно нагрето, то эти внутренние силы отсутствуют, и все части его находятся  в механическом и термодинамическом равновесии.

Существенное различие между объёмными и поверхностными силами заключается в том, что если объёмные (или массовые) силы  могут зависеть лишь от координат и времени 

, то поверхностные силы зависят еще и от ориентации площадки, на которую они действуют. Эта зависимость в общем случае является тензорной.


[image: image81.wmf]dS

 

 

x

3

 

x

1

 

x

2

 

dF

(

n

)

 

-

dF

(

n

)

 

n

 


Рис.3.1

Рассмотрим некоторый выделенный объём тела (рис.3.1). Действие остальной части тела на этот выделенный объём можно заменить некоторыми силами, действующими на его поверхность. Выделим на этой поверхности элемент площади dS. Пусть n есть нормальный единичный вектор к элементарной площадке dS. Единичный вектор n будем считать положительным, если он направлен вне выделенного объёма тела.

Пусть далее на этот элемент поверхности действует поверхностная сила dF(n). Причем, сила необязательно направлена по нормали к элементу поверхности. Значок (n) указывает на ориентацию площадки в пространстве. Тогда можно записать


dF(n) = ((n)(dS ,         dF(n) = ­ dF(-n) .
(3.1.1)

Здесь ((n) есть поверхностная сила, действующая на единицу площади. Величину

((n) по аналогии с объёмными силами можно назвать напряжённостью (плотностью) поверхностных сил или просто напряжением.

3.1.3. Тензор напряжений

Значение напряжения ((n) в данной точке элемента поверхности можно выразить через напряжения 
[image: image82.wmf])
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, которые на плоскости, перпендикулярные координатным осям в декартовой системе координат.
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Рис.3.2

Рассмотрим тетраэдр ABCО (Рис.3.2) объёмом dV , представляющий некоторый элемент деформируемого тела. Результат рассмотрения не должен зависеть от формы выделенного элемента объёма тела и тетраэдр рассматривается только для простоты доказательства. 

Обозначим силы, действующие на каждую из  площадок dSi , в соответствии с (3.1.1) через 
[image: image84.wmf])
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. Далее составим уравнение баланса сил, действующих на тетраэдр ABCO: 
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Здесь сила 

 определяется согласно второму закону Ньютона через произведение массы тетраэдра на ускорение движения, т.е. 
[image: image86.wmf],
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 где ( - массовая плотность среды и u - скорость движения элемента объёма dV. Объемная сила 

 представляет собой объёмную силу, равную по определению 
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 есть сила, действующая на всю поверхность тетраэдра ABCO, и она равна алгебраической сумме произведений соответствующих напряжённостей 
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 и площадок dSi. Тогда уравнение баланса сил (3.1.2) можно записать в форме
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(3.1.3)
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Здесь ni нормальный единичный вектор, перпендикулярный к площадке dSi .

Очевидно, что в (3.1.3) элементы объёма dV и площади dS пропорциональны кубу и квадрату линейного размера, соответственно. Поэтому, если стягивать тетраэдр в точку, то можно пренебречь в (3.1.3) слагаемыми с dV. Тогда напряженность ((n) равна
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Проекцию этой силы на ось i можно записать в виде:


( i(n) = ( ik(nk .
(3.1.5)

Трёхмерный тензор второго ранга (ik называют тензором напряжений. Равенство (3.1.5) позволяет определить напряжение, действующее в направление оси xi на произвольно ориентированную в теле единичную площадку, через напряжения, действующие на три перпендикулярные координатным осям единичные площадки.

Из вывода тензора напряжений следует, что любая компонента тензора напряжений (ik представляет собой силу, действующую в направлении координатной оси xi  на единичную площадку, перпендикулярную оси xk .

На рис.3.3 изображены все компоненты тензора напряжений (ik , действующие на три взаимно перпендикулярные грани куба единичной площади. Компоненты тензора (ik при i = k называют нормальными напряжениями, а компоненты тензора (ik при i ( k называют касательными (сдвиговыми) напряжениями. Далее будет показано (п. 6.5), что тензор (ik является симметричным тензором (т.е. (ik = (ki); следовательно, он имеет 6 независимых компонент. Как симметричный тензор он может быть приведен к главным осям. В главных осях матрица компонент тензора напряжений имеет вид:
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Если  (11( = (22( = (33( = ( P , то говорят, что элемент объёма испытывает всестороннее и равномерное сжатие, что имеет место в газах, жидкостях и изотропных твёрдых телах. В этом случае тензор напряжений можно записать в виде:
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Рис. 3.3

3.2. Результирующая сила, действующая на единицу объёма тела

Рассмотрим некоторый выделенный объём тела V . Силы внутренних напряжений внутри него не могут дать никакой результирующей силы, т.к. по закону равенства действия и противодействия силовые взаимодействия различных внутренних частей выделенного объёма взаимно компенсируются. Следовательно, результирующая сила может быть вызвана только силами, действующими на поверхность выделенного объёма со стороны ”отброшенной“ части тела. Пусть F есть сила, действующая на единицу объёма. Тогда на элемент объёма dV действует сила FdV. Чтобы выделенный элемент объёма находился в равновесии, необходимо, чтобы результирующая сила, действующая на объём, была равна результирующей поверхностной силе, т.е.
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(3.2.1)


В вышеприведённых формулах интегрирование в правой части ведётся по поверхности S выделенного объема V, nk -проекция на ось k единичного нормального к элементарной площадке dS  вектора n. Произведение nk dS можно записать в виде dSk , если элементарной площадке приписывать направление нормали к ней. Тогда из (3.2.1) следует:





(3.2.2)

По теореме Гаусса-Остроградского интеграл по замкнутой поверхности от некоторого вектора может быть преобразован в интеграл по объёму, охватываемому этой поверхностью, от дивергенции этого вектора.  
Действительно, для вектора а теорема Гаусса-Остроградского определяет интегральное соотношение вида:
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(3.2.2а)

Для тензора Aik по аналогии можно записать
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Аналог этой теоремы для интеграла по замкнутой поверхности от тензора второго ранга приводит к результату:
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(3.2.3)


Следовательно, результирующая сила, которая действует на единицу объёма деформируемого тела, определяется формулой:
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(3.2.4)

Таким образом, зная зависимость компонент тензора напряжений от координат и времени, по формуле (3.2.4) можно вычислить силу, действующую на единицу объёма или элемент объёма в любой точке деформируемого тела в любой момент времени, и, следовательно, составить уравнения движения этих элементов, а значит, и всего тела.

4. ТЕРМОДИНАМИКА ДЕФОРМИРОВАНИЯ

4.1. Работа сил внутренних напряжений
Рассмотрим некоторое деформируемое тело. Определим работу, которая совершается силами внутренних напряжений при деформировании тела. Пусть dAV есть работа, совершаемая силами внутренних напряжений в единице объёма тела. Тогда, умножая скалярно силу F на элементарное перемещение du , получим:
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Работа, производимая силами внутренних напряжений внутри некоторого объёма тела V , равна:
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(4.1.2)

Интеграл в правой части можно записать в следующем виде:
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Применяя теорему Гаусса-Остроградского к первому интегралу, получим:
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Если рассматривать очень большой объём (в пределе бесконечный), можно предположить, что на границах тело не деформируется. Поэтому можно считать, что первый интеграл в этом выражение равен нулю. Тогда работа сил внутренних напряжений в объеме V равна:
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(4.1.3)
Далее рассмотрим скалярное произведение симметричного тензора Aik на произвольный тензор Bik, который можно разложить на симметричную и антисимметричную часть, и преобразуем его:
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Поскольку здесь значки i и k немые (повторяются дважды), их в любом слагаемом можно поменять местами. Тогда получим:
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Но так как  тензор 

 по условию тензор симметричный, т.е. 

, то выражение во вторых скобках равно нулю. Поэтому, используя симметрию тензора напряжений,  подынтегральное выражение в (4.1.3) можно записать в виде:
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(4.1.4)

Таким образом, из сравнения (4.1.2) и (4.1.4) следует, что работа, совершаемая внутренними напряжениями в единице объёма деформируемого тела, равна:
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(4.1.5)

4.2. Основное термодинамическое равенство

Если после прекращения действия внешних сил тело полностью возвращается в исходное недеформированное состояние, то возникающие при этом деформации называют упругими деформациями; если тело не возвращается в исходное состояние, то такие деформации называют неупругими или пластическими деформациями. При пластических деформациях после прекращения действия внешних сил остаются некоторые остаточные деформации, и состояние тела после деформации может существенно отличаться от его состояния до деформации. Малые деформации при кратковременном действии внешних сил всегда являются упругими.

Если упругая деформация совершается достаточно медленно, то в каждый момент времени в элементе объёма деформируемого тела успевает установиться состояние термодинамического равновесия, соответствующее тем внешним условиям, в которых тело в данный момент находится. Такой процесс называют термодинамически обратимым. Тогда из первого начала термодинамики следует, что приращение внутренней энергии единицы объема тела dEвн равно разности полученного извне данной единицей объёма тепла dQ и производимой силами внутренних напряжений работы dAV , т.е.





(4.2.1)

Условимся все величины относить к единице объёма недеформируемого тела, т.к. объём при деформировании тела может измениться. Уравнение (4.2.1) является основным термодинамическим равенством для деформируемых тел. При обратимом процессе количество тепла равно 

, где Т - температура, 
а SV - энтропия единицы объёма недеформированного тела. Тогда соотношение (4.2.1) принимает вид:
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Нетрудно видеть, что равенство (4.2.2) соответствует аналогичному равенству, рассматриваемому в традиционной термодинамике. Действительно, при всестороннем равномерном сжатии (в газах и жидкостях) тензор напряжений согласно (3.1.6) равен 

. Тогда равенство (4.2.2) запишется в виде:







Здесь использовано свойство тензора деформаций, что при равномерном сжатии сумма его диагональных элементов равна относительному изменению объёма. Если рассматривать малую деформацию единицы объёма тела и считать, что в этом случае 

, то из предыдущего равенства следует известное термодинамическое равенство вида
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(4.2.2а)

Одним из основных термодинамических потенциалов является свободная энергия F, которая определяется выражением





(4.2.2б)
После подстановки вместо dEвн равенства (4.2.2) получим для дифференциала свободной энергии:





(4.2.3)

Независимыми переменными в уравнениях (4.2.2) и (4.2.3) являются величины SV , (ik и T. Поэтому компоненты тензора напряжений можно получить из (4.2.2) и (4.2.3) дифференцированием по компонентам тензора деформаций (ik внутренней энергии Eвн при постоянной энтропии SV или свободной энергии F при постоянной температуре Т, т.е.
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(4.2.4)

5. ЗАКОН ГУКА

5.1 Свободная энергия деформируемого тела

Для решения конкретных задач необходимо иметь связь между компонентами тензора деформаций (ik и компонентами тензора напряжений 

. Для нахождения этой связи воспользуемся общим термодинамическими соотношениями (4.2.4). Для этого необходимо найти явную зависимость, например, свободной энергии F от компонент тензора деформации (ik . Будем рассматривать малые деформации при постоянной температуре тела. Тогда общий вид зависимости свободной энергии от компонент тензора деформации можно установить путем следующих рассуждений.

В силу малости деформаций ((ik<<1) свободную энергию F можно представить в виде степенного ряда по компонентам тензора деформаций (ik. При малой упругой деформации после прекращения действия всех внешних сил, вызывающих эту деформацию, тело должно возвращаться в свое исходное состояние, в котором все компоненты тензора деформации (ik и все компоненты тензора напряжений 

 равны нулю. Но поскольку согласно (4.2.4) 
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, то, следовательно, в разложении F по степеням (ik должны отсутствовать линейные по (ik слагаемые. В противном случае при дифференцирование по (ik конструируемого выражения получается некоторая постоянная, что не обеспечит условия 

=0 при (ik =0.

Далее, поскольку свободная энергия F является скалярной величиной, то каждое слагаемое в искомом  разложении F также должно быть скалярной величиной. Но из компонент симметричного тензора (ik можно составить только три скалярных величины, инвариантных при различных преобразованиях координат:

·  сумма диагональных элементов (ik - линейный инвариант,

·  сумма квадратов всех элементов (ik - квадратичный инвариант,

·  определитель матрицы (ik - кубический инвариант.

В силу малости деформаций, ограничиваясь лишь квадратичными членами разложения, свободную энергию можно представить в виде:
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(5.1.1)

Здесь для упрощения записи использовано скалярное произведение тензоров 
[image: image120.wmf]2
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. Величины (, ( - некоторые коэффициенты пропорциональности, которые называют коэффициентами Ламэ; Fо - свободная энергия единицы объёма недеформированного тела.

Как отмечалось в п.2, любую деформацию в произвольной системе координат можно представить в виде суммы деформации чистого сдвига, происходящего без изменения объёма, и деформации всестороннего сжатия или растяжения, приводящего к изменению объёма деформируемого элемента. Поэтому и тензор деформаций (ik можно записать в виде
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(5.1.2)

Действительно, сумма диагональных элементов первого тензора в (5.1.2) равна нулю, следовательно, он представляет собой тензор сдвига. Второе слагаемое в (5.1.2) представляет собой тензор всестороннего сжатия или растяжения, поскольку сумма его диагональных членов равна: 

.

С учётом (5.1.2) выражение для свободной энергии удобно привести к следующему виду:






После элементарных преобразований данного выражения получаем:
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(5.1.3)
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Здесь коэффициенты ( и ( называют модулем всестороннего сжатия и модулем сдвига, соответственно.

В состоянии термодинамического равновесия (недеформируемое состояние) свободная энергия F минимальна. Это значит, что разность F-F0 всегда является положительной величиной, равной нулю только при (ik=0. Следовательно, правая часть равенства (5.1.3) также должна быть положительной величиной. Но это может быть лишь тогда, когда оба коэффициента ( и ( являются каждый в отдельности положительным, поскольку деформация может быть сдвигом без всестороннего сжатия или всесторонним сжатием без сдвига. Таким образом, модули ( и ( - положительные величины, т.е. ( > 0 и (  > 0.
5.2. Закон Гука
 Для установления связи между тензором напряжений 

 и тензором деформаций (ik найдем дифференциал свободной энергии dF , используя определение (5.1.3)



[image: image124.wmf](

)

(

)

,

 

2

3

1

3

1

ll

ik

ik

ll

ik

ik

ii

ll

d

d

dF

e

d

e

e

d

e

m

e

ke

-

-

+

=





[image: image125.wmf](

)

,

  

2

3

1

ik

ll

ik

ik

ii

ll

d

d

dF

e

e

d

e

m

e

ke

-

+

=


(5.2.1)

поскольку 
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 поэтому (5.2.1) для дифференциала свободной энергии dF можно переписать
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(5.2.2)

В соответствие с определением (4.2.4) имеем:
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(5.2.3)

Выражение (5.2.3) устанавливает линейную связь между компонентами тензора напряжений 
[image: image130.wmf]ik

s

 и компонентами тензора деформаций (ik при малых изотермических деформациях.

Возможно получить и обратную связь, т.е. выразить компоненты тензора деформаций (ik через компоненты тензора напряжений 

. Для этого найдём сумму диагональных элементов тензора напряжений 
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 (5.2.3), т.е. 
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После подстановки данного соотношения в (5.2.3) и элементарных преобразований получим зависимость (ik(

):
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(5.2.4)

Выражение (5.2.4) называют законом Гука. Хотя в форме (5.2.4) получен закон Гука для малых деформаций, тем не менее, он справедлив во всей области упругих деформаций, поскольку во всей области упругих деформаций сохраняется линейная зависимость между компонентами тензора деформаций и тензора напряжений. 

Из (5.2.4) можно показать, что относительное изменение объёма при деформации определяется только диагональными элементами тензора напряжений. Действительно, согласно (2.3.4) имеем:





(5.2.5)

Для газа и жидкости, которые могут испытывать только всестороннее равномерное сжатие, тензор напряжений 

 согласно (3.1.6) равен





(5.2.5a)

Поэтому при равномерном всестороннем сжатии относительное изменение объёма газа  (жидкости) равно:





(5.2.6)

Если деформации малы, температура среды постоянна, а давление P изменяется на малую величину (P , то соотношение (5.2.6.) можно записать в дифференциальной форме
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(5.2.7)

Величину 1/k называют коэффициентом всестороннего сжатия или изотермической сжимаемостью.
Поскольку изменение свободной энергии при деформации единицы объёма тела (F=F-Fо есть однородная квадратичная функция компонент тензора деформаций (ik (5.1.3), то, используя уравнения (5.1.3) и (5.2.2), можно получить следующее соотношение
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Принимая во внимание (4.2.4), имеем:



[image: image136.wmf].

  

2

1

ik

ik

F

e

s

×

=

D


(5.2.8)

Формула (5.2.8) определяет изменение свободной энергии (так называемой ”упругой“ энергии) единицы объёма тела при малых изотермических деформациях.

5.3.  Однородная деформация тела

5.3.1.  Растяжение стержня

Деформацию тела называют однородной, если все компоненты тензора деформаций постоянны по всему тела. В качестве примера рассмотрим простое растяжение стержня вдоль оси x2 (рис. 5.1). 
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Рис.5.1

Пусть один из концов стержня закреплен, а на другой действует некоторая растягивающая вдоль оси x2 сила F = F(0, F2, 0) .Если S - площадь поперечного сечения стержня, то компонента растягивающей силы F2 = P (S , где P - нормальное к S напряжение. По условию задачи деформация стержня однородна, поэтому компоненты тензора напряжений постоянны вдоль всего стержня, и их можно определить из граничных условий. На боковую поверхность стержня не действуют никакие внешние силы, следовательно, на ней выполняется условие:





(5.3.1)

Поскольку нормальный единичный вектор n к любой площадке боковой поверхности стержня перпендикулярен к оси x2 , то есть, имеет лишь компоненты 
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, то условие (5.3.1) дает следующую систему уравнений для определения компонент тензора напряжений:



[image: image141.wmf]0

0

.

  

0

0

0

0

3

33

32

1

31

3

23

22

1

21

3

13

12

1

11

=

+

+

=

+

+

=

+

×

×

+

×

n

n

n

n

n

n

s

s

s

s

s

s

s

s

s


(5.3.2)

При произвольных n1 и n3 данная система уравнений непротиворечива (имеет решение) только тогда, когда все компоненты тензора напряжений, входящие в неё, равны нулю. Поэтому равны нулю как диагональные 
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 , так и недиагональные компоненты тензора напряжений, т.е.
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. Следовательно, единственной компонентой тензора напряжений, которая может быть отлична от нуля на боковой поверхности стержня, а, следовательно, и внутри него, является компонента 

. Величину этой компоненты можно определить из граничных условий на торце стержня, где приложена растягивающая сила F2 или единичная поверхностная сила 
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(5.3.3)

Поскольку для элемента площади торца 

, но 

, из (5.3.3) следует:
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Теперь можно найти компоненты тензора деформаций, используя закон Гука (5.2.4). Действительно, для однородного стержня, как показано выше, при 
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 все недиагональные элементы тензора напряжений 
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 равны нулю, также равны нулю и недиагональные элементы тензора деформаций 
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 согласно (5.2.4). Для диагональных 
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, из (5.2.4) следует
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(5.3.5)

5.3.2. Модуль Юнга и коэффициент Пуассона - феноменологические коэффициенты

Компоненты тензора деформаций 
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определяют относительное сжатие стержня в поперечном направлении, а компонента тензора деформаций 
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 определяет относительное удлинение стержня вдоль оси x2. Из (5.3.5) следует





(5.3.6)

Здесь величину E называют модулем Юнга; он имеет размерность давления, т.е. размерность силы, делённой на площадь. По определению (5.3.6) модуль Юнга – это такая приложенная к единице поверхности торца стержня сила растяжения P, при которой относительное удлинение стержня равно 1.

Отношение относительного поперечного сжатия к относительному продольному растяжению называют коэффициентом Пуассона и обозначают как
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(5.3.7)

Поскольку, как показано выше, модуль всестороннего сжатия ( и модуль сдвига ( всегда положительны, то из (5.3.7) видно, что коэффициент Пуассона может изменяться в пределах от -1, когда тело не сопротивляется сжатию (( = 0), до 1/2, когда тело не сопротивляется сдвигу (( = 0). Следовательно, коэффициент Пуассона изменяется в пределах 
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. В действительности же, как показывает опыт, коэффициент Пуассона изменяется от нуля до 1/2, т.к. в природе не известны тела, имеющие отрицательное значение коэффициент Пуассона, т.е. не известны тела, у которых увеличивались бы поперечные размеры при их растяжении. Коэффициент Пуассона, близкий к 1/2, наблюдается у тел типа резины, у которых модуль сдвига очень мал. Таким  образом, для реальных тел справедливо неравенство
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Пользуясь формулами (5.1.3), (5.3.6) и (5.3.7), можно выразить модуль всестороннего сжатия (, модуль сдвига ( и коэффициент Ламэ ( через модуль Юнга E и коэффициент Пуассона 

 с помощью формул





(5.3.8)

Очевидно, что все предыдущие соотношения между (ik и 

 могут быть записаны с использованием только модуля Юнга Е и коэффициент Пуассона 

.

Таким образом, два из любых введенных коэффициентов полностью характеризуют упругие свойства среды. В механике сплошных сред они являются феноменологическими коэффициентами, определяемыми из опыта. Необходимо лишь выбрать опыт, из которого эти коэффициенты извлекались бы наиболее просто и надежно, без каких-либо приближений теории опыта. Разумность введения новых модулей Юнга и Пуассона подтверждается чистотой и простотой опыта, из которого они могут быть определены. Как показано выше, они могут быть получены из простых опытов по растяжению стержней. Для этого достаточно измерить лишь изменение продольных и поперечных размеров стержней при растяжении. Очевидно, что опыт по растяжению стержня не является единственным, из которого можно определить эти феноменологические коэффициенты, тем более, не из каждого материала можно изготовить стержень.

Конечно, зная силы, действующие между молекулами или атомами, составляющими тело, и характер их движения, можно теоретически вычислить эти коэффициенты, но это уже предмет не механики сплошных сред, а некоторой микроскопической теории. В механики же сплошных сред модуль Юнга и коэффициент Пуассона должны быть определены из опыта.

Относительное изменение объёма стержня при растяжении согласно (2.3.4) и (5.3.5) равно
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Из  сравнения  данного  результата  с  изменением   относительного   объёма   при

всестороннем равномерном сжатии (5.2.6) видно, что при одноосном растяжении
относительное изменение объёма в три раза меньше, чем при всестороннем сжатии. Различие знаков в определениях (5.2.6) и (5.3.9) обусловлено противоположным направлением действия внешних сил на поверхность тела.

Изменение свободной (упругой) энергии единицы объёма стержня при растяжении согласно (5.2.8), (5.2.3) и (5.3.5) равно





(5.3.9)
5.4. Свободная энергия неизотермического деформирования

5.4.1. Тензоры деформаций и напряжений при неизотермическом деформировании

Соотношение (5.1.3) определяет свободную энергию единицы объёма деформируемого тела при изотермическом деформировании. Теперь определим свободную энергию единицы объёма тела при деформациях, сопровождающихся изменением его температуры. Температура может изменяться как вследствие подвода или отвода тепла при помощи внешних по отношению к телу источников, так и в результате самого процесса деформирования.

Пусть в недеформированном состоянии температура рассматриваемого элемента объёма тела равна Tо. При изменении температуры этот элемент объёма испытывает температурную деформацию, даже если внешние силы отсутствуют. Поэтому в разложении свободной энергии по компонентам тензора деформаций (ik теперь могут быть и линейные по этим компонентам слагаемые, которые должны исчезать при T=То. Если деформации вследствие изменения температуры малы, то можно считать их просто пропорциональными изменению самой температуры (T=T-Tо. Для простоты рассмотрим изотропное тело, характеризуемое лишь одним коэффициентом линейного ( или объемного 3( теплового расширения. Так  как  свободная энергия является скалярной величиной, то единственным выражением для дополнительного слагаемого (FT в определении свободной энергии, связанного с изменением температуры, будет выражение вида





(5.4.1)

где A - некоторый коэффициент, независящий в первом приближении от температуры. Тогда в соответствие с (5.1.3) и (5.4.1) свободная энергия F(T) равна
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(5.4.2)

Дифференцируя полученное выражение по (ik , как и в п.5.2, с учетом (5.2.3) для тензора напряжений 

 имеем:
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(5.4.3)

Для определения коэффициента A через уже известные величины воспользуемся тем фактом, что при свободном однородном тепловом расширении тела (при отсутствии внешних сил) внутренние напряжения должны отсутствовать, т.е. 

. В этом случае из (5.4.3) следует
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Если данное равенство умножить на (ik , то второе слагаемое обращается в нуль, и, используя (2.4.4), получим
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(5.4.4)

Таким образом, тензор напряжений 

, учитывающий и температурную деформацию для изотропного тела, имеет вид:
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(5.4.5)
Здесь последнее слагаемое описывает напряжения, связанные с изменением температуры  тела. Следует иметь в виду, что это слагаемое получено в отсутствие действия внешних сил. Повторяя вывод закона Гука для тензора деформаций, получим формулу
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(5.4.6)

5.4.2. Адиабатические и изотермические модули

Если деформирование тела происходит при постоянной температуре, то свободная энергия определяется согласно (5.1.3). Модули ( и ( в (5.1.3) называют изотермическими модулями. Однако деформация может совершаться и адиабатически, т.е. без притока тепла в элемент объёма извне и без передачи тепла из выделенного элемента соседним, или, иначе говоря, при его постоянной энтропии (например, при быстром деформировании). В этом случае коэффициенты ( и ( имеют другое, адиабатическое значение при малых деформациях, вообще говоря, мало отличающееся от их изотермических значений.

Вычислим значение температуры тела при адиабатической деформации, т.е. при SV=const .  Для этого воспользуемся соотношением (4.2.3), из которого следует:
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Дифференцируя (5.4.2) по температуре, получим с точностью до слагаемых первого порядка малости по компонентам тензора деформации:
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(5.4.7)

Здесь SV (T) - энтропия единицы объёма при температуре T после деформации, So(T) - энтропия единицы объёма при температуре T  в деформированном состоянии без температурных деформаций. Следовательно, So(T) получено дифференцированием свободной энергии при (ii = 0, т.е. при постоянном объёме.

При адиабатическом деформировании энтропия единицы объёма  должна оставаться постоянной, т.е.
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(5.4.8)

Здесь So(To) - энтропия единицы объёма при температуре To и при отсутствии деформаций.

Разлагая разность энтропий в ряд по степеням (T-To) при постоянном объёме V, ограничиваясь линейными по (T-To) членами и используя термодинамическое определение  удельной теплоёмкости при постоянном объёме CV , получаем:



[image: image170.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

.

  

 

o

o

o

o

o

T

T

T

C

T

T

T

S

T

S

T

S

V

V

V

-

=

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

=

-

K


(5.4.9)

Таким образом, из сравнения (5.4.8) и (5.4.9) находим, что изменение температуры элемента объёма при адиабатическом деформировании равно
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Подставляя в (5.4.3) разность температур T-To согласно (5.4.10), получим аналогичное (5.2.3) выражение для 

 с новым модулем сжатия (ад , соответствующим адиабатическому процессу деформирования:
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(5.4.11)

Здесь адиабатический модуль сжатия (ад определяется формулой
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Для изотермического деформирования в соответствии с (5.2.7) и для адиабатического деформирования по аналогии с (5.2.7) можно записать
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(5.4.13)

Используя правила преобразования термодинамических величин *) и полученные соотношения (5.4.12), (5.4.13), легко получить формулы, связывающие адиабатический и изотермический модули:
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Здесь 
[image: image176.wmf]g

- показатель адиабаты. Нетрудно видеть, что (ад > (. Следовательно, 
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Очевидно, эти изменения не касаются модуля сдвига, т.е. модуль сдвига адиабатический равен изотермическому модулю сдвига ( (ад = (). Пользуясь формулами (5.3.8) и (5.4.14), можно получить соотношения между адиабатическим и изотермическим модулями Юнга и коэффициентами Пуассона.

_________________________

*) Действительно, пользуясь известным правилом преобразования термодина-мических величин, можно получить следующие соотношения:
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Деля первое равенство на второе, получаем:
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При адиабатическом деформировании связь между компонентами тензоров напряжений и деформаций будет иметь вид, аналогичный (5.2.3) и (5.2.4):
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(5.4.15)

т.е. уравнения Гука имеют прежний вид (5.2.3) и (5.2.4), только в них следует изотермический модуль сжатия ( заменить адиабатическим (ад по формуле (5.4.14).

6. ФУНДАМЕНТАЛЬНАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ

6.1. Тензор скоростей деформации

Как следует из теоремы Коши-Гельмгольца (п.2.5), общее перемещение достаточно малого элемента деформируемого тела вблизи точки 
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 в окрестности произвольной точки P(r) может быть представлено в виде:
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(6.1.1)

Если это малое перемещение происходит за физически малый промежуток времени (t , то, деля каждое слагаемое равенства (6.1.1) на (t , в пределе (t(dt будем иметь:
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(6.1.2)

Здесь 

 есть i-ая компонента скорости 
[image: image184.wmf])
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, находящейся в дифференциальной окрестности первого порядка около точки P(r); 

 - i-ая компонента скорости точки P как полюса; величины 
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 определяются соотношениями:
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(6.1.3)

В (6.1.3) величины 

 и 

 называют тензорами скоростей поворота и скоростей деформации соответственно. Как компоненты 

 определяют вектор поворота (, так и компоненты 

 определяют вектор скорости поворота (. Величины компонент вектора ( характеризуют  модуль угловой скорости поворота 
[image: image189.wmf]w

 окрестности точки P(r) .

Нетрудно получить из (2.2.7) и (2.3.5) по аналогии с (6.1.2) следующие соотношения:
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В векторном виде равенство (6.1.2) можно записать как:



[image: image192.wmf][

]

.

деф

d

υ

dr

ω

υ

υ

+

´

+

=

0


 (6.1.5)

Если во время движения изменяется и температура, то деформационная часть скорости должна включать и скорость деформации вследствие изменения температуры, пропорциональную 
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6.2. Дифференцирование по времени интеграла по подвижному объёму

Получим формулу дифференцирования по времени интеграла по некоторому движущемуся в пространстве объёму. Пусть f(r, t) есть произвольная функция координат и времени (это может быть масса, импульс, энергия и т. п.). Рассмотрим производную по времени от некоторого интеграла по объёму, т.е. 
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. Здесь объём V есть некоторый индивидуальный объём, который состоит из одних и тех же частиц, в процессе движения среды он может изменять как свою форму, так и величину. Характерной особенностью индивидуального объёма является то обстоятельство, что через его поверхность нет потока вещества, т.к. он состоит в течение всего процесса движения из одних и тех же частиц.

Полная производная по времени определяет изменение с течением времени вышеприведенного интеграла не только вследствие изменения с течением времени подынтегральной функции f , но также и вследствие изменения в процессе движения самого объёма V . Вычислим указанную выше производную по времени:
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(6.2.1)

Если второе, третье и четвёртое слагаемое в (6.2.1) умножить и разделить соответственно на 
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, то их сумма даёт 
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Таким образом, дифференцирование по времени от интеграла по индивидуальному объёму необходимо выполнять по формуле
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6.3. Уравнение непрерывности

6.3.1. Различные формы уравнения непрерывности

Используя формулу (6.2.2), нетрудно получить уравнение, которое представляет собой закон сохранения массы любого индивидуального объёма среды, состоящего из одних и тех же частиц. Выделим в движущейся среде некоторый индивидуальный объём V вещества. Если 
[image: image200.wmf])
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 есть массовая плотность, то масса M вещества в этом объёме равна:
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В соответствие с определением индивидуального объёма эта величина должна сохраняться с течением времени в процессе движения, т.е.
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Пользуясь формулой (6.2.2), последнее равенство можно записать в следующем виде
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Поскольку равенство (6.3.2) должно выполняться для произвольного элемента объёма, то для его выполнения необходимо равенство нулю подынтегрального выражения, т.е.
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Уравнение (6.3.3) называют уравнением непрерывности или уравнением сохранения массы - это первое основное уравнение сохранения механики сплошных сред.

Поскольку индивидуальный объём V перемещается в физическом пространстве, то координаты функции 

 следует рассматривать как координаты движущейся индивидуальной частицы, неявно зависящие от времени. Поэтому полную производную плотности по времени можно записать следующим образом
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(6.3.4)

Учитывая (6.3.4) и соотношение из векторной алгебры 
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, уравнение непрерывности (6.3.3) можно записать в следующем виде
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(6.3.5)

6.3.2. Интегральная и дифференциальная форма уравнения непрерывности с источниками и стоками

Вывод уравнения непрерывности, как это ясно из самого вывода, справедлив, если внутри рассматриваемого индивидуального объёма нет источников или стоков вещества. Если внутри объёма V имеются источники или стоки мощностью Qi , то уравнение непрерывности в интегральной форме имеет вид:
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Правая часть уравнения (6.3.6) есть алгебраическая сумма мощностей источников (+) и стоков (-). Мощность источника или стока Qi равна количеству вещества, поставляемого источником или отводимого стоком в единицу времени. Источники или стоки могут быть распределены в пространстве как дискретно, так и непрерывно. Например, если рассматривать уравнение сохранения числа нейтронов в делящемся материале, то в интегральной форме это уравнение можно, очевидно, записать в виде:
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Здесь ( - число нейтронов в единице объёма, 
[image: image210.wmf]υ

 - скорость диффузии нейтронов, v- разность числа нейтронов, рождающихся и поглощающихся в среде в единице объёма в единицу времени.

Нетрудно видеть из (6.3.7), что уравнение непрерывности с непрерывными в пространстве источниками или стоками можно записать и в дифференциальной форме. Однако этого сделать нельзя в случае их дискретного распределения. Поэтому уравнение непрерывности в дифференциальной форме (6.3.5) справедливо во всех точках пространства, занятого средой, кроме точек, в которых расположены источники и стоки. Интегральная форма уравнения непрерывности является более общей, поскольку позволяет записать его в любом случае.

Для несжимаемой среды плотность вещества не зависит ни от координат, ни от времени, т.е. 
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 и, следовательно, имеем:
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Тогда из (6.3.8) следует, что для всех точек пространства, занимаемого несжимаемой средой (кроме точек пространства, в которых расположены источники и стоки), справедливо выражение
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Уравнение (6.3.9) называют условием несжимаемости сплошной среды.

Для стационарного состояния, когда плотность ( не зависит от времени, но может зависеть от координат, из (6.3.5) имеем:
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Уравнение (6.3.10) называют условием стационарного движения сплошной среды.

6.4. Уравнение сохранения количества движения

6.4.1. Вывод уравнения сохранения количества движения

Из курса общей физики известно, что изменение в единицу времени импульса любой частицы определяется действующей на неё силой (второй закон Ньютона). Тогда изменение во времени полного импульса П всех элементов объёма сплошной среды определяется результирующей всех сил, действующих в этом объёме, т.е.





(6.4.1)

Если 
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 есть импульс (количество движения) единицы объёма, то полный импульс П, i-ая компонента полного импульса 
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 некоторого индивидуального объёма V сплошной среды и его полная производная по времени равны
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(6.4.2)
Пользуясь уравнением (6.2.2), получаем
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Второй интеграл в соответствие с уравнением непрерывности (6.3.5) равен нулю. Поэтому имеем:
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Найдем результирующую силу 
[image: image220.wmf]F

, действующую на рассматриваемый объём V. Объёмные силы можно найти по формуле
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где 
[image: image222.wmf]m
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 - напряженность массовой силы (см. п.3.1.1).

Результирующая поверхностных сил, действующих на единицу объёма, была определена ранее формулой (3.2.4) и равна 
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. Полная результирующая поверхностная сила FSi, действующей на объём V, равна
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Подставляя уравнения (6.4.3-5) в уравнение (6.4.1) и собирая все члены в левую часть, получим следующее уравнение
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Данное уравнение должно выполняться для любого индивидуального объема. Следовательно, должно равняться нулю подынтегральное выражение, т.е.
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(6.4.7)

Уравнение (6.4.7) называют уравнением сохранения количества движения или просто уравнением движения сплошной среды. Данное уравнение, по существу, является законом Ньютона, записанным для единицы объёма сплошной среды (массы (). Левая часть уравнения (6.4.7) представляет собой действующую на единицу объёма ньютоновскую силу и ускоряющую его движение, а правая - сумму массовых и поверхностных сил, действующих на ту же единицу объёма среды и определяющих эту ньютоновскую силу.

6.4.2. Субстанциональное и локальное описание движения 
сплошной среды

Уравнение движения в форме (6.4.7) можно применить для описания движения отдельной индивидуальной частицы. Зная начальные координаты и компоненты скорости этой частицы в некоторый момент времени, можно, решив это уравнение, найти его координаты в любой момент времени, т.е. найти её траекторию движения. Зная траектории движения всех частиц, составляющих данное сплошное тело, можно составить полное представление о характере движения сплошной среды в целом. Такой подход к описанию движения сплошной среды называют субстанциональным или описанием в представлении Лагранжа.

Однако такой способ описания не всегда удобен. Для составления полного представления о характере движения сплошной среды достаточно знать, как изменяется скорость в данной точке неподвижного пространства, через которую с течением времени будут проходить, вообще говоря, различные индивидуальные частицы сплошной среды. Вместе со сведениями о таких изменениях в различных точках пространства получается довольно полное представление о характере движения. Такое описание движения называют локальным или описанием в представление Эйлера. Субстанциональный подход ввиду большой сложности неудобен еще и тем (особенно в гидродинамике), что в процессе достаточно длительного движения рассматриваемая индивидуальная частица может настолько сильно деформироваться, что трудно о ней говорить как о частице, форма которой не влияет на результаты рассмотрения.

Поскольку 
[image: image227.wmf])
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, то полную производную скорости по времени в (6.4.7) можно записать в следующем виде:
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Поэтому последнее соотношение можно записать:
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(6.4.8)

Из формулы (6.4.8) следует, что полное изменение во времени скорости индивидуальной частицы можно разделить на две части. Первая часть представляет собой изменение скорости в данной неподвижной точке пространства с течением времени. Вторая часть описывает изменение скорости при движении индивидуальной частицы из одной точки пространства в другую точку в данный момент времени.

Уравнение движения (6.4.7) с учетом (6.4.8) имеет вид:
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(6.4.9)

Здесь и в дальнейшем 
[image: image231.wmf]m
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. В векторном виде это уравнение можно записать:
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(6.4.10)

В уравнении (6.4.10) запись второго слагаемого в правой части чисто условная, смысл которой дается аналогичным слагаемым в уравнении (6.4.9).
6.5. Уравнение сохранения момента количества движения сплошной среды

Из курса общей физики известно, что изменение во времени полного момента М количества движения некоторого объёма V относительно некоторой точки определяется моментом К всех сил, действующих на этот объём относительно той же точки. Математическая запись этого закона следующая





(6.5.1)

Если 
[image: image233.wmf][

]

υ

r

ρ

´

 есть момент количества движения единицы объёма относительно точки, находящейся на расстоянии r от начала координат, то полный момент М количества движения всех элементов некоторого индивидуального объёма тела будет равен
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Индивидуальный объём, состоящий из одних и тех же частиц, может изменяться в процессе движения. Найдем производную 
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, воспользовавшись формулой преобразования (6.2.2):
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Второй интеграл здесь равен нулю в соответствие с уравнением непрерывности. Поэтому имеем
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Здесь первый интеграл равен нулю из-за векторного произведения вектора самого на себя. Поэтому изменение количества движения можно записать в виде:
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(6.5.3)

Формулу (6.5.3) для i-ой компоненты момента М можно записать в виде:
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(6.5.4)

Здесь (ikl - антисимметричный тензор третьего ранга или символ Леви-Чивита *).

Далее рассмотрим момент всех сил, действующих на выделенный индивидуальный объем. Разделим действующие силы на силы объемные и силы поверхностные. Тогда полный момент сил равен 





(6.5.5)

Момент 
[image: image240.wmf]V

K

объёмных сил можно записать в следующем виде:
________________________

*) Свойства символа Леви-Чивита:

1. (ikl =0, если среди индексов i, k, l есть два одинаковых (например, i=k, i=l, k=l );

2. (ikl = 1, если упорядоченная система индексов (1, 2, 3) получается чётным числом перестановок;

3. (ikl = (1, если упорядоченная система индексов (1, 2, 3) получается нечётным числом перестановок  (ikl = ((ilk;

4. 
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5. Справедливы также следующие соотношения: 
[image: image242.wmf].
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(6.5.6)

Для поверхностных сил имеем
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(6.5.7)

Поскольку для поверхностных напряжений справедливо соотношение 

, то момент поверхностных сил 

, пользуясь теоремой Гаусса-Остроградского, можно записать в форме
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Дифференцируя под знаком интеграла в KSi и принимая во внимание, что 
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(6.5.8)

После подстановки в исходное уравнение (6.5.1) определений (6.5.4-6) и (6.5.8), перегруппировки слагаемых получаем уравнение:
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Выражение в круглых скобках здесь равно нулю вследствие уравнения сохранения количества движения (6.4.9). Из остальной части интеграла следует
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Так как в правой части этого равенства значки дважды повторяются, то их можно поменять местами
(iml(lm= 0 = - (ilm(ml .
Здесь знак (-) поставлен в соответствие с 4-м свойством символа Леви-Чивита. Тогда можно записать следующее равенство







Во втором слагаемом в символе Леви-Чивита 
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При произвольных 
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 последнее равенство будет выполняться только тогда, когда
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Таким образом, из (6.5.9) следует, что тензор напряжений 

, как отмечалось ранее в п.3.1.3, является симметричным тензором второго ранга. Этот вывод следует из уравнения сохранения момента количества движения сплошной среды.

6.6. Тензор плотности потока импульса

Найдём плотность потока импульса (количества движения) в некоторой фиксированной точке пространства. Для этого рассмотрим некоторый объём V, неподвижный в пространстве, и найдем изменение во времени импульса среды в этом объёме. Очевидно, импульс среды в рассматриваемом объёме равен 
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(6.6.1)

Здесь величина 
[image: image255.wmf]ik
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 есть тензор плотности потока импульса, т.е. это плотность потока i-ой компоненты импульса через единичную площадку, перпендикулярную оси к. Определим явный вид данного тензора в отсутствие объёмных сил. Для этого преобразуем левую часть уравнения (6.6.1), пользуясь уравнением непрерывности (6.3.5) и уравнением движения в отсутствие действия объёмных сил(6.4.9), т.е.
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Первые два слагаемых в правой части можно записать в виде дивергенции тензора 

 и затем можно воспользоваться  теоремой Гаусса-Остроградского для перехода от интегрирования по объёму V к интегрированию по замкнутой поверхности S , т.е.
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(6.6.2)

Из сравнения (6.6.1) и (6.6.2) находим
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Из (6.6.3) видно, что тензор плотности потока импульса 
[image: image259.wmf]ik
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есть симметричный тензор, характеризующий перенос импульса и связанный с перемещением самой жидкости.

Если учесть действие массовых сил fi , то уравнение сохранения импульса можно записать в виде
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Из (6.6.4) следует, что изменение импульса единицы объёма среды в заданной точке пространства происходит как вследствие поступления импульса из соседних частей среды, так и вследствие действия внешних массовых сил.

6.7. Уравнение сохранения внутренней энергии

Рассмотрим индивидуальный объём V сплошной среды. Для него справедливо основное термодинамическое равенство 
[image: image261.wmf].
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 Но согласно (4.1.5) 

, поэтому
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Если разделить данное равенство на элемент времени (t и перейти к пределу (t(dt, то получим
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(6.7.1)

Второе слагаемое в (6.7.1), включающее в себя тензор скоростей деформаций, может быть преобразовано следующим образом:
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(6.7.2)

Удобно перейти к внутренней энергии единицы массы (вн. Рассмотрим некоторый индивидуальный объём V сплошной среды и запишем изменение его внутренней энергии с течением времени
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(6.7.3)
Здесь второе и третье слагаемые в сумме равны нулю в соответствии с уравнением непрерывности. Поэтому имеем
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Аналогично работу сил внутренних напряжений, совершаемую в единицу времени в рассматриваемом объёме, запишем в виде:
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Рассмотрим изменение количества тепла, поступающего внутрь некоторого индивидуального объёма от внешних источников с течением времени. Если внутри объёма нет источников или стоков тепла, то тепло может поступать внутрь объёма только через его поверхность. Если q есть вектор плотности потока тепла, то уравнение баланса тепла в объёме V можно записать в форме:
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(6.7.5)

Таким образом, уравнение баланса внутренней энергии (6.7.1) для индивидуального объёма V с учётом (6.7.4, 5) записывается как
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(6.7.6)

Равенство (6.7.6) должно выполняться для любого индивидуального объёма. Поэтому из (6.7.6) следует дифференциальное уравнение для изменения внутренней энергии:
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(6.7.7)

Полную производную от внутренней энергии 
[image: image271.wmf](
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 по времени можно записать по аналогии с (6.3.4):
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(6.7.8)

Из уравнения (6.7.7) следует, что внутренняя энергия единицы объёма изменяется вследствие притока тепла извне и работы сил внутренних напряжений.

Воспользуемся термодинамическим равенством, записанным для единицы массы при всестороннем равномерном сжатии в предположении, что индивидуальным объёмом является удельный объем 
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Разделим это равенство на dt и найдем изменение энтропии единицы объёма во времени, заменив 

 с помощью (6.7.7). В результате получим
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(6.7.9)

Используя (6.7.8) в уравнении (6.7.7) и уравнение непрерывности в форме (6.3.3) для замены первого слагаемого в уравнении (6.7.9), получим два эквивалентных уравнения:
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(6.7.10)

Очевидно, что первое уравнение (6.7.10) является более общим, так как оно справедливо при любой деформации.

6.8. Вектор плотности потока полной энергии.  Вектор Умова - Пойтинга

Полная энергия 
[image: image277.wmf]re

единицы объёма среды определяется суммой её внутренней, кинетической и потенциальной энергий, т.е.
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где ( есть полная энергия единицы массы.

Рассмотрим некоторый неподвижный объём V пространства. Уравнение баланса полной энергии Е среды в этом объёме можно записать в виде
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(6.8.2)

Здесь вектор I представляет собой вектор плотности потока полной энергии, а правая часть - полный поток энергии через поверхность S , ограничивающую объём V . Найдём явное выражение вектора I. Для этого преобразуем левую часть уравнения (6.8.2):
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(6.8.3)

Кинетическую энергию единицы массы среды и её производную по времени можно записать в виде
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(6.8.4)

Предположим, что потенциальная энергия единицы массы в данной точке пространства от времени не зависит, т.е. 
[image: image282.wmf]0
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. Для замены слагаемых в 
(6.8.3) используем уравнение сохранения внутренней энергии (6.7.10), уравнение непрерывности (6.3.5) и соотношение (6.8.4). В результате получаем равенство



[image: image283.wmf](

)

(

)

.

  

 

 

 

2

          

 

dV

x

x

t

x

x

x

q

x

dV

t

k

k

пот

k

k

i

i

k

k

V

k

k

вн

k

i

ik

k

k

k

вн

k

V

÷

÷

ø

ö

-

-

¶

¶

+

ç

ç

è

æ

+

-

¶

¶

+

¶

¶

-

¶

¶

-

=

¶

¶

ò

ò

¶

¶ru

e

¶

¶ru

u

u

u

ru

¶

¶ru

e

u

s

e

ru

re


(6.8.5)

Далее сделаем в (6.8.5) очевидные преобразования первого и четвертого, третьего и последнего слагаемых и воспользуемся уравнением движения (6.4.9) для замены 
[image: image284.wmf]t
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в подынтегральном выражении. В результате имеем:
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(6.8.6)

Предположим, что внешние силы fk  являются потенциальными, т.е. 
[image: image286.wmf]k
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. Для дальнейших преобразований запишем очевидное тождество
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После подстановки данных выражений в (6.8.6) и проведения элементарных преобразований получим
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(6.8.7)

Интеграл по объёму V в (6.8.7) можно преобразовать в интеграл по поверхности
S , используя теорему Гаусса-Остроградского, т.е. (6.8.7) можно записать в виде:
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(6.8.8)

Из сравнения (6.8.2) и (6.8.8) следует
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(6.8.9)

Вектор I есть вектор плотности потока полной энергии; его называют вектором Умова-Пойтинга. Как видно, вектор плотности потока энергии I состоит из трех существенно отличающихся частей:

1.
[image: image291.wmf]e
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- конвективное слагаемое, описывающее перенос полной энергии самой движущейся средой, его направление совпадает с направлением движения среды. Если среда неподвижна, то это слагаемое равно нулю.
2. q - вектор плотности потока тепла, его направление определяется направлением градиента температуры. Это слагаемое отлично от нуля и в покоящейся среде.

3. 
[image: image292.wmf])
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 - вектор плотности потока энергии, связанный с работой сил внутренних напряжений в единице объёма. Он также существует лишь в движущейся среде, однако его направление не совпадает с направлением скорости движения среды.

Имея в виду определение (6.8.9) для вектора I, из уравнения (6.8.7) можно получить дифференциальное уравнение сохранения полной энергии типа уравнения непрерывности в форме
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Однако в таком общем виде (его называют дивергентным) уравнение сохранения энергии применяется сравнительно редко, т.к. в большинстве случаев оказывается проще рассматривать различные виды энергии в отдельности, если задача это позволяет.

6.9. Фундаментальная замкнутая система уравнений движения сплошной среды

Система уравнений сохранения, описывающих движение сплошной среды, включает уравнение непрерывности – уравнение сохранения массы (6.3.5), уравнение движения – уравнение сохранения импульса (6.4.9) и уравнение сохранения внутренней энергии (6.7.10) и записывается в виде
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(6.9.1)
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.

Здесь связь между тензорами напряжений 

 и деформаций 

, а также определение скоростей деформации 

 можно записать с помощью известных соотношений
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Подставляя вышеприведенные соотношения в систему уравнений движения, нетрудно видеть, что входящие в них скорости 

 можно выразить через производные деформации 

 по координатам 

 и времени t.

Если внешние массовые силы 

 известны, то для описания состояния единицы объёма сплошной среды необходимо знать 10 неизвестных: P, (, T, 

. Однако система уравнений (6.9.1) содержит только пять уравнений. Следовательно, система не замкнута и не может иметь однозначного решения. Для замыкания системы уравнений до полной необходимы дополнительные соотношения, которыми могут быть следующие.

При локальном термодинамическом равновесии в малой частице сплошной среды необходимо знать уравнение состояния, связывающее P, ( и T. В общем случае для бесконечно малой частицы в качестве некоторого среднего термодинамического давления в ней можно взять треть линейного инварианта тензора напряжений согласно (5.2.5а), т. е.




.
(6.9.2)

Если известно, как правило, эмпирическое уравнение состояния типа 

 (для идеального газа - это

), то с учётом (6.9.2) имеется ещё одно уравнение для определения деформаций - термическое уравнение состояния. Если известны теплоёмкость среды и характер процесса деформирования, можно выразить внутреннюю энергию единицы массы 

 как функцию, например, 
[image: image299.wmf]r

 и T, т. е. 
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 - калорическое уравнение состояния.
Таким образом, для замыкания системы уравнений (6.9.1) до полной недостает еще трёх уравнений. Этими уравнениями являются эмпирические уравнения Фурье для плотности потока тепла 

:
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Здесь ( - коэффициент теплопроводности, в механике сплошных сред он является феноменологическим коэффициентом.

Таким образом, система уравнений движения сплошной среды (6.9.1) совместно с термическим, калорическим уравнениями и уравнениями Фурье 
оказывается замкнутой. Она включает в себя некоторые опытные, феноменологические коэффициенты, число которых определяется той или иной моделью сплошной среды. Такую замкнутую систему уравнений называют фундаментальной системой уравнений движения (уравнений сохранения) .

Если интересуются не смещениями 
[image: image302.wmf](
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 частиц сплошной среды, то достаточно полученные из решения системы значения 

 продифференцировать по времени t. Для нахождения же компонент тензора деформации 

 необходимо продифференцировать полученные функции 

 по координатам 

. Если с самого начала нас интересуют неизвестные параметры P,

, то смещения 

 или траектории индивидуальных частиц могут быть получены простым интегрированием 

.

Решение фундаментальной системы уравнений может быть единственным, если оно будет удовлетворять начальным и граничным условиям. Поскольку данная система уравнений в частных производных, то необходимо задать не начальные условия для отдельных частиц сплошной среды (в представлении Лагранжа), а краевые условия (в представлении Эйлера), то есть для получения единственного решения необходимо в начальный момент времени задать все искомые функции на некоторой поверхности. Например, в случае стационарной задачи, зная значение искомых функций на некоторой замкнутой поверхности, необходимо найти значение этих функций в любой точке объёма, ограниченного этой поверхностью.

В общем случае необходимо доказать теорему существования и единственности решений фундаментальной системы уравнений. Однако в силу значительной сложности и нелинейности уравнений системы такая теорема в общем случае не доказана. Доказательство можно получить лишь для простейших движений. Поэтому вместо строгого доказательства приходится принять на веру, что решение данной системы существует и при заданных начальных и краевых условиях оно единственное. Эта уверенность основана на хорошем совпадении теоретических и экспериментальных результатов при изучении простых и сложных движений сплошной среды.

Все феноменологические коэффициенты в уравнениях системы в общем случае могут быть функциями термодинамических параметров, например, давления P и температуры T. Эта зависимость также должна быть найдена из опыта. Если термодинамические параметры изменяются незначительно в процессе движения или если зависимость коэффициентов от термодинамических параметров слабая, то можно их полагать постоянными, не зависящими ни от координат, ни от времени.

6.10. Тензор вязких напряжений

В сплошной среде внутренние напряжения могут возникать под действием внешних сил не только вследствие смещений одних участков среды по отношению к другим, что описывается тензором деформации. Внутренние напряжения могут возникать и вследствие различной скорости смещения соседних элементов среды. Например, представим себе тонкую пластинку, плавающую на поверхности жидкости (рис. 6.1). Если сдвинуть пластинку в новое положение вдоль поверхности жидкости (ось 

), то она останется неподвижной в новом положении, то есть сила, возвращающая пластинку в прежнее положение, отсутствует. Однако для того, что бы её сдвинуть, необходимо приложить некоторую     силу     

,     которая     при     равномерном     движении     должна
	


	уравновешиваться некоторой силой сопротивления жидкости 

. Причём, эта сила сопротивления существует до тех пор, пока движется пластинка, т.е. пока есть разность скоростей пластинки и неподвижной вдали от неё жидкости. Иначе говоря, сила, действующая на пластинку (или на тонкий слой жидкости, прилипающей к пластинке и движущийся с нею как целое), возникает тогда, когда есть градиент скорости частиц жидкости,


нормальный к пластинке. Этот экспериментальный факт Ньютон записал в виде формулы:
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(6.10.1)

Здесь 
[image: image305.wmf]12

s

 - сила, действующая на единицу площади S пластинки, ( - некоторый феноменологический коэффициент, 

 - скорость жидкости вблизи пластинки, направленная вдоль поверхности жидкости; 

 - координата, перпендикулярная поверхности пластинки. Таким образом, в среде при упругих деформациях возникают напряжения, пропорциональные самой деформации, а при неупругих деформациях возникают напряжения, пропорциональные скорости деформации.

Согласно закону Гука (5.2.3) компоненты тензора упругих напряжений определяются компонентами тензора деформаций, т. е.




.


По аналогии можно записать тензор неупругих напряжений в форме
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Здесь тензор напряжений 

, зависящий от скоростей деформации, называют тензором неупругих напряжений, где 

 есть тензор скоростей деформаций и равен



[image: image307.wmf] 

,

2

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

=

i

k

k

i

ik

x

x

u

u

e

&

   
[image: image308.wmf].

   

l

l

ll

x

¶

¶

=

u

e

&


(6.10.3)

Тензор неупругих напряжений 

 можно записать в следующем эквивалентном виде:
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(6.10.4)

В таком виде тензор 

 называют тензором вязких напряжений. В определении (6.10.4) 

 - коэффициент объёмной вязкости; ( - коэффициент динамической (или сдвиговой) вязкости.

Очевидно, что тензор вязких напряжений также является симметричным тензором. Второе слагаемое в (6.10.4) представляет собой бездивергентный тензор. Линейную зависимость тензора напряжений 

 от тензора деформации 

 называют законом Гука. Линейную же зависимость (6.10.4) тензора вязких напряжений 

 от тензора скоростей деформации 

 называют законом Навье-Стокса. Из (6.10.4) легко получить формулу Ньютона (6.10.1), если полагать, что скорость частиц среды, нормальная пластинке, равна нулю.

6.11. Модели сплошных сред

В общем случае движения сплошной среды внутренние напряжения, возникающие в ней, должны складываться из упругих и неупругих напряжений, т.е. общий тензор напряжений 

должен иметь вид:
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(6.11.1)

Таким образом, в самом общем случае среда характеризуется с кинематической точки зрения пятью феноменологическими коэффициентами 
[image: image312.wmf](
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 и при решении фундаментальной системы уравнений необходимо учитывать все слагаемые в общем тензоре напряжений 

 (6.11.1). Однако в такой общей постановке ни одна задача ещё не была решена в силу чрезвычайной математической сложности. Для каждой конкретной задачи или класса задач приходится делать разумные упрощающие предположения, которые облегчают их решение.

Опыт подсказывает, что все сплошные среды можно разделить на три существенно отличающихся друг от друга класса: газы, жидкости и твёрдые тела. Не касаясь различий в характере молекулярного движения в этих средах, определим эти различия в их феноменологическом поведении.

6.11.1. Твердое тело

В подавляющем числе задач, имеющих практическое значение, твёрдое тело можно характеризовать как среду, в которой деформации подчиняются закону Гука 

, а скорости деформации малы 
[image: image313.wmf](
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, т. е. в этой среде можно пренебречь вязкими напряжениями 

. Такие задачи составляют предмет теории упругости (растяжение, изгиб, кручение стержней, пластинок, оболочек и т. д.). Второй характерной особенностью твёрдого тела в обычном понимании является то, что твёрдое тело может быть подвергнуто как сжатию, так и растяжению (
[image: image314.wmf]ll
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 < 1 и 
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 > 1), а относительное изменение объёма при деформации мало ((ll =
[image: image316.wmf]V

V

/

D

 << 1). Если при решении задачи возникает необходимость учёта вязкостных свойств твёрдого тела, то требуется учитывать в общем тензоре напряжений cлагаемые, зависящие от скоростей деформаций, а это уже предмет новой науки - реологии или её разделов - теории пластичности, ползучести (деформирование за пределом упругости -  прокатка, штамповка и т. д.).

6.11.2. Жидкость

Наиболее характерное физическое свойство сплошной среды, которую обычно называют жидкостью, заключается в чрезвычайно лёгком изменении её формы. Вода, налитая в сосуд, принимает форму сосуда. Если наклонить сосуд, то можно изменить форму жидкости, причём без видимых усилий. Следовательно, можно полагать, что для такой среды модуль сдвига, отвечающий за изменение формы среды, очень мал или вообще равен нулю. Таким образом, для жидкости 

. Следует отметить, что жидкость, как и твёрдое тело, может быть как сжата, так и растянута, хотя её прочность на растяжение значительно меньше прочности обычных твёрдых тел. Поэтому в большинстве задач предполагается, что 

, т. е. жидкость может быть только сжата, но не растянута. Относительное изменение объёма при сжатии, как и для твёрдых тел, также невелико - 
[image: image317.wmf]1

/

=<<

D

=

V

V

ll

e

.

6.11.3. Газы

Газы, как и жидкости, легко изменяют свою форму. Поэтому их можно рассматривать как среду с исчезающе малым модулем сдвига, т. е. 

. В отличие от жидкостей газы не могут быть растянуты принципиально, поэтому для газов 
[image: image318.wmf]0

<

ll

e

. В отличие от жидкостей и твёрдых тел газы значительно изменяют свой объём при изменении давления (в соответствии с уравнением состояния 

). Твёрдые тела и жидкости в большинстве практических задач можно считать несжимаемыми (

), а газы являются сжимаемыми 
[image: image319.wmf]0

  

<

ll

e

.

Как и для жидкостей, для газов модуль сдвига равен нулю (

). Поэтому при постоянной температуре тензор напряжений 

 согласно (5.2.3) равен 

. Но в соответствии с (5.2.5) 

. Поэтому тензор напряжений 

 имеет только три одинаковых диагональных элемента, равных 

, т. е. 

. Из этого соотношения следует, что в жидкостях и газах давление изотропно.

6.11.4. Релаксация напряжений

Приведённое выше деление сплошных сред на газы, жидкости и твёрдые тела весьма условно, границы такого деления в существенной мере зависят от соотношения между временем действия 

 внешних сил, прилагаемых к среде, и временем релаксации 

 внутренних напряжений в деформируемом теле.

После деформации среды возникающие внутри неё напряжения релаксируют, т. е. исчезают с некоторой скоростью. Релаксация сопровождается, как правило, некоторым необратимым изменением в среде (остаточные деформации, изменение объёма и т. д.). После релаксации внутренних напряжений и снятия внешних сил среда, вообще говоря, не возвратится в исходное недеформированное состояние.

Если время 
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 действия внешних сил много меньше времени 
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 релаксации внутренних напряжений, т.е. 
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, то любая среда ведёт себя как твёрдое тело. Та же самая вода при быстром воздействии на неё внешних сил может рассматриваться как твёрдое тело, обладающее определенным модулем сдвига (например, удар о поверхность воды).

Если же время 
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 воздействия внешних сил много больше времени 
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 релаксации внутренних напряжений 
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, то любая среда может рассматриваться как маловязкая жидкость с модулем сдвига, равным нулю. Изучение движения таких жидкостей составляет предмет гидродинамики. Такие жидкости ещё называют ньютоновскими  жидкостями.

Например, битум или смола при быстром воздействии внешней силы ведут себя как твёрдое тело (рассыпаются при ударе), а при медленном (постоянном) приложении внешних сил растекаются по поверхности или принимают форму сосуда, в который были положены куски битума, т. е. ведут себя как жидкость. Даже стальной стержень при растяжении силой, вызывающей в нем заведомо только упругие деформации, с течением времени «течет» и необратимо удлиняется, особенно при повышенных температурах (явление ползучести металла).

Таким образом, выбор модели сплошной среды при решении конкретной задачи зависит от соотношения между временами воздействия на неё внешних сил и времени релаксации внутренних напряжений. Одна и та же среда в различных задачах может рассматриваться и как твёрдое тело, и как жидкость.

Учитывая вышесказанное, полный тензор напряжений 

 в гидродинамике для ньютоновских жидкостей и газов записывают в виде
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6.12. Упругие волны

Рассмотрим одну из задач теории упругости - распространение в упругой среде малых возмущений. Если распространение этих возмущений в среде в виде некоторого волнового процесса происходит достаточно быстро, то можно полагать, что деформации в каждом элементе среды совершаются адиабатически без теплообмена с окружающими частицами. Тогда все встречающиеся модули в соответствующих формулах следует полагать адиабатическими. Пренебрегая действием массовых сил, запишем уравнение движения (6.9.1) в виде:
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(6.12.1)

Будем считать, что скорости частиц среды, которые возбуждаются волной, малы, и поэтому вторым слагаемым в левой части уравнения можно пренебречь как величиной второго порядка малости. Далее рассмотрим плоскую волну, т. е. волну, при распространении которой деформации u точек среды зависят только от одной координаты 

 и времени 

, т. е.




.


В этом случае уравнение движения (6.12.1) принимает вид
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Здесь компоненты тензора напряжений 

 определяются законом Гука (5.2.3) для адиабатического деформирования. Поскольку компоненты вектора смещения определяются только координатой 

, то в законе Гука для компонент тензора напряжений сохраняются только слагаемые, которые содержат компоненты тензора деформаций, зависящие только от координаты х1.Ими являются следующие компоненты тензора деформаций
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Поэтому из уравнения (6.12.2) следуют уравнения
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(6.12.3)
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Уравнения (6.12.3) представляют собой обычные волновые уравнения, описывающие распространение малых деформационных возмущений в виде плоской волны. Из уравнений следует, что плоская волна представляет собой по существу две независимо распространяющиеся волны с различными скоростями 

 и 

. Причём, 

 есть скорость распространения продольной волны, в которой смещение точек 

 происходит вдоль оси 

, а 

 есть скорость распространения поперечной волны, в которой смещения 

 и 

 перпендикулярны оси 

.

Используя связь (5.3.8) модулей всестороннего сжатия 

 и сдвига 

 с модулем Юнга 

 и коэффициентом Пуассона 

, можно скорости 

 и 

 определить соотношениями
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(6.12.4)

Для поперечных волн смещение элементов объёма наблюдается вдоль осей 

 и 

, т. е. 

 и 

. Согласно (2.3.5) относительное изменение объёма в этом случае равно
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Таким образом, поперечные волны при прохождении через частицы среды не изменяют их объём. Поэтому их называют сдвиговыми волнами.
Для продольной волны  
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Прохождение продольной волны через среду сопровождается адиабатическим изменением объёма. Продольные волны называют волнами сжатия.

Отношение скоростей распространения продольных и поперечных волн равно
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Ранее отмечалось, что коэффициент Пуассона для реальных сред изменяется в интервале 
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. Поэтому отношение скоростей изменяется в пределах
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Это свойство распространения упругих возмущений в виде плоской и поперечной волн с различными скоростями используется в сейсмологии и гравитационной разведке. Действительно, пусть две сейсмические станции приняли сигналы прохождения продольной волны, а затем поперечной. Пусть промежуток времени между сигналами на одной станции равен 

. Тогда его можно определить следующим образом. Если землетрясение или взрыв произошел на расстоянии 

 от этой станции, то время прибытия на неё продольной и поперечной волн будет равно




,  
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Тогда измеряемый промежуток времени между сигналами на первой станции будет равен
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Из этой формулы можно вычислить расстояние от первой станции до места, где произошел взрыв или землетрясение:




.


Аналогично можно вычислить расстояние 

 от второй станции:




.


Проведя на географической карте окружности радиусами 

 и 

 вокруг станций, в точках пересечения окружностей можно определить координаты места взрыва или землетрясения. Для того чтобы уточнить, в какой именно одной из двух точек произошел взрыв, необходимы данные, по крайней мере, ещё одной станции.

Очевидно, что для таких расчётов нужно знать упругие свойства земной коры. Эти данные получают в результате специальных геофизических исследований при помощи, например, взрывов, когда расстояния заведомо известны.

На этом же принципе основаны гравитационные методы разведки. Измеряя скорости прохождения волн, создаваемых искусственными взрывами, можно судить о плотности вещества, в котором они распространяются или от которого они отражаются, а также знать и упругие свойства этой среды, т. е. предположительно судить о физической природе этой среды.

Опыты по измерению скорости распространения продольных и поперечных волн могут также служить способом определения упругих констант различных материалов при различных условиях. Для жидкостей и газов с исчезающе малым модулем сдвига мала и скорость распространения сдвиговых или поперечных волн и в пределе можно полагать, что сдвиговые волны в жидкостях и газах невозможны.

В заключение приведем таблицу примерных значений упругих констант некоторых веществ.

Таблица 6.1. Модуль Юнга, модуль сдвига, коэффициент Пуассона и скорости распространения продольных и поперечных волн при температуре 200С для различных материалов

	Материал
	Е
	(
	


	


	



	Размерность
	кг/мм2
	кг/мм2
	-
	м/с
	м/с

	Сталь
	21 000
	83 000
	0.25
	5 700
	3 300

	Алюминий
	7 000
	2 600
	0.34
	6 300
	3 100

	Стекло
	5 600
	2 200
	0.25
	5 200
	2 900

	Каучук
	0.8
	0
	0.47
	720
	27
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