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Введение

Данное учебное пособие представляет собой развернутый план проведения практических занятий по темам № 7 и 8 дисциплины «Механика сплошных сред» (МСС). Оно составлено на базе  лекционного курса « МСС. Раздел 1. Идеальная и вязкая среда», читаемого на физико-техническом факультете. Основная цель этого пособия - помочь студентам активно овладеть методами МСС. Оно рассчитано на два занятия (по два часа каждое) и примерно на такой же объем времени для самостоятельной работы.

Прежде чем приступить к решению конкретных задач, необходимо вспомнить все основные уравнения и определения теории. Важнейшей частью занятий является обсуждение вопросов, приведенных в каждом разделе пособия. Это должно помочь студентам глубже понять физическую суть основных теоретических положений МСС.  Кроме того, среди этих вопросов много таких, которые, как показывает опыт, хуже усваиваются большинством студентов.

Обсуждению общих теоретических положений следует уделять около трети времени каждого занятия. Только после этого следует приступать к решению конкретных задач.

В предлагаемое пособие не включены некоторые классические задачи прикладной гидрогазодинамики (обтекание пластины и цилиндра идеальной жидкостью, плоское и цилиндрическое течения Пуазейля и Куэтта, задача Стокса об обтекании шара). Решение этих задач подробно обсуждается в основном лекционном курсе.

1. Основные обозначения
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 - тензор относительной деформации,
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 - теплоемкость при постоянном объеме,


[image: image3.wmf]p

C

- теплоемкость при постоянном давлении,

Eвн - внутренняя энергия,

Ek - кинетическая энергия,

EП - потенциальная энергия,

( вн ,( к ,( п - соответственно те же величины, отнесенные к единице массы,

F - свободная энергия,

f - напряженность массовой силы,

F - сила, действующая на тело,

g - ускорение силы тяжести,

h - энтальпия единицы массы вещества,

I - плотность потока полной энергии (вектор Умова-Пойтинга),

[J] - размерность величины J,
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 - среднее значение макроскопического параметра J,

J( - пульсации параметра J при турбулентном движении жидкости,

k - постоянная Больцмана,

M - полный момент импульса,

p - давление,

Q - количество тепла,

q - плотность потока тепла,

Qv - объемный расход жидкости (газа),

Qm - массовый расход жидкости (газа),

r - радиус-вектор точки,

R - универсальная газовая постоянная,

Re - число Рейнольдса,

S - энтропия,

t - время,

T - температура,

Tik-тензор температурной деформации, тензор турбулентных напряжений,

u(r,t) - вектор смещения,

( - скорость деформации,

V - объем,

( - коэффициент линейного расширения,

( - показатель адиабаты Пуассона,

( - циркуляция скорости,

(ik - дельта-символ Кронекера,

(ik - симметричный тензор деформаций,

(ikl - тензор Леви-Чевиты (альтернирующий тензор),

( - коэффициент сдвиговой (или динамической) вязкости,

(T - коэффициент вязкости при турбулентном движении,

( - молекулярная масса,

( - коэффициент кинематической вязкости,

( - коэффициент объемной вязкости,

(ik - тензор плотности потока импульса,

( - плотность вещества,

( - коэффициент Пуассона,

((n)- напряженность поверхностных сил,

(ik - тензор напряжений,


[image: image5.wmf]ik

s

~

 - тензор вязких напряжений,

(ik - обобщенный тензор напряжений,

((r,t) - потенциал скорости деформации,

((r,t) - функция тока,

( - угловая скорость.

ПРИМЕЧАНИЕ. Обозначения, используемые в тексте пособия без пояснений, имеют смысл величин, приведенных выше. Использование тех же символов с другим значением комментируется.

5. ИДЕАЛЬНАЯ ЖИДКОСТЬ

5.1 Основные формулы и определения0SET _глава  SET _GlobalCounters " 
0

 SET _пункт 0 
0

 SET _подпункт 0 
0

 SET _пподпункт 0 
0

 SET _рисунок 0 
0

 SET _таблица 0 
0

 SET _формула 0 
0

 SET _приложение 0 
0
" 
 

Идеальная жидкость – это простейшая модель жидкости, которая лишена вязкости ((=(=0) и теплопроводности (=0.

Очевидно, что такая модель может привести к физически разумным результатам лишь на достаточно больших расстояниях от граничных поверхностей. Действительно, отсутствие теплопроводности означает, что идеальная жидкость может находиться в состоянии теплового равновесия независимо от температуры граничных поверхностей, а это противоречит основным положениям термодинамики. Отсутствие же вязкости означает, что жидкость может двигаться вдоль поверхности тела с любой скоростью, что противоречит опытным фактам.

Фундаментальная система уравнений для идеальной жидкости имеет вид:

уравнение непрерывности
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уравнение движения (уравнение Эйлера)
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(5.2)

уравнение сохранения энергии
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или
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где S – энтропия. Последнее соотношение выражает тот очевидный результат, что энтропия индивидуальных частиц идеальной жидкости сохраняется в процессе их движения.

Для семи неизвестных - 
[image: image10.wmf]i
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,T  имеем пять уравнений ( GOTOBUTTON  фор51 5.1)-( GOTOBUTTON  фор53 5.3). 
Система замыкается уравнениями состояния:

термическое уравнение:
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калорическое уравнение состояния:
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5.1.1. Для однозначного решения системы уравнений ( GOTOBUTTON  фор51 5.1)-( GOTOBUTTON  фор56  5.6) необходимо задать граничные условия. 

Так как жидкость лишена вязкости, то ее соседние частички могут иметь любую относительную скорость. Это касается и скорости идеальной жидкости на граничной поверхности. Поэтому единственным физически разумным граничным условием на обтекаемой поверхности будет условие непротекания, т.е. нормальные компоненты скорости жидкости 
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 и поверхности тела 
[image: image16.wmf]n

u

 равны:

 
[image: image17.wmf]n

n

u

=

u

.
 (5.7)

5.1.2. Изэнтропическое течение – это такое движение идеальной   жидкости, при котором энтропия не зависит от координат и времени:
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В этом случае уравнение Эйлера ( GOTOBUTTON  фор52 5.2) может быть записано в форме Громеки:
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где 
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- угловая скорость индивидуальных частиц жидкости.

5.1.3. Потенциальное течение – такое движение жидкости, при котором в любой точке и в любой момент времени 
[image: image21.wmf]0
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5.1.4.Жидкость называют несжимаемой, если ее плотность не

зависит от координат и времени- 
[image: image22.wmf]const
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. Жидкость можно считать несжимаемой, если ее скорость много меньше скорости звука в ней, т.е. 
[image: image23.wmf]1
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5.1.5. Если движение жидкости потенциально, то в стационарном случае имеет место уравнение Бернулли:
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где 
[image: image25.wmf]h

- энтальпия,
[image: image26.wmf]n
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 -потенциальная энергия единицы массы вещества.

В частности, в поле тяжести для несжимаемой жидкости уравнение Бернулли записывается в следующем виде:
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здесь g   - ускорение силы тяжести. 

 5.1.6. Линия тока- это линия, касательная к которой совпадает с направлением скорости жидкости и любой ее точке. При обтекании тела всегда можно найти в жидкости линию тока, которая кончается на поверхности тела. Эта линия тока, а также точка ее пересечения с телом называются критическими.
5.1.7. Траектория- линия движения индивидуальной частицы жидкости. При стационарном движении линии тока и траектория совпадают. Уравнение Бернулли ( GOTOBUTTON  фор510 5.10) имеет место и для непотенциальных течений, но вдоль заданной линии тока. Это означает, что const в правой части этого уравнения изменяется в зависимости от выбора конкретной линии тока.

5.1.8. Движение, при котором выражение 
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    может быть записано в виде градиента некоторой функции
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, называется   баротропным. Функция
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 называется баротропным потенциалом.

5.1.9. Теорема  Томсона. Если движение идеальной жидкости баротропно и внешняя сила имеет потенциал, то циркуляция Г скорости вдоль замкнутого контура, состоящего из одних и тех же частиц не изменяется со временем 
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5.1.10. Вихревая линия - это кривая, касательная к которой совпадает с направлением 
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  в любое ее точке.

5.1.11. Для потенциального движения жидкости можно формально  ввести функцию 
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, называемую потенциалом  скорости, т.е.
[image: image36.wmf]j

Ñ

=

υ

 

Для баротропного потенциального движения жидкости уравнение Бернулли может быть записано и в нестационарном случае:
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Если жидкость несжимаема, то потенциал скорости удовлетворяет уравнению Лапласа:
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 и граничному условию:
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5.1.12. Движение жидкости называется плоским, если все характеристики движения зависят только от двух пространственных координат. При плоском потенциальном движении удобно ввести функцию тока 
[image: image40.wmf]y

которая определяется следующим образом:
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Линии тока определяются семейством функций 
[image: image43.wmf]const

=

y

. Если между двумя точками, взятыми на разных линиях тока, провести произвольную кривую, то расход жидкости через нее определяется разностью значений функций тока в этих точках. 

Линии тока и эквипотенциальные линии (
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) взаимно ортогональны.

Условия Коши-Римана для функций  
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позволяют ввести комплексный потенциал:
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 который будет непрерывной функцией 
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. Это обстоятельство позволяет применить теорию функций комплексного переменного для описания плоского движения жидкости. 

5.2. Вопросы для обсуждения

5.2.1. В чем заключается идеализация жидкости? С какой целью проводится такая идеализация? Укажите область применимости модели идеальной жидкости.

5.2.2. Перечислите уравнения, составляющие замкнутую систему для описания движения идеальной жидкости. Сформулируйте граничные условия.

5.2.3. Какое движение жидкости называется   изэнтропическим?

5.2.4. Согласно уравнению ( GOTOBUTTON  фор54 5.4), энтропия движущихся частиц идеальной жидкости сохраняется. Значит ли это, что движение идеальной жидкости обязательно изэнтропическое?

5.2.5. Какие жидкости называются несжимаемыми? Укажите критерий несжимаемости.

5.2.6. Какие движения жидкости называют потенциальными?

5.2.7. Что называют линиями тока и траекториями при движении жидкости? Поясните отличие этих понятий.

5.2.8. Что такое трубка тока и в чем заключается ее замечательное свойство?

5.2.9. Укажите область применимости уравнения Бернулли для потенциальных и непотенциальных течений.

5.2.10. Объясните явление кавитации на основе уравнения Бернулли.

5.2.11. Объясните принцип работы устройства, которое называется трубкой Пито.

5.2.12. Какие движения жидкости называются баротропными? Приведите примеры баротропного движения.

5.2.13. Сформулируйте теорему Томсона о сохранении циркуляции и укажите область ее применимости.

5.2.14. Что такое вихревая линия и вихревая трубка?

5.2.15. Сформулируйте теорему Гельмгольца об интенсивности

5.2.16. Могут ли вихревые трубки начинаться или кончаться внутри идеальной жидкости?

5.2.17. Может ли циркуляция быть отличной от нуля при потенциальном движении жидкости?

5.2.18. Могут ли существовать замкнутые линии тока при потенциальном движении идеальной жидкости в односвязной области?

5.2.19. Что такое сила лобового сопротивления, боковая и подъемная сила?

5.2.20. В чем заключается так называемый "парадокс Даламбера"? Объясните, действительно ли такой результат является парадоксом.

5.2.21. Пользуясь символом Леви-Чивита получить формулу:
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5.3. Задачи

5.3.1. Определить форму сосуда (уравнение образующей кривой), употребляемого для водяных часов. Требование: высота уровня 
[image: image52.wmf]z

 жидкости в верхней части должна уменьшаться равномерно со скоростью 
[image: image53.wmf]1

u

. (Жидкость считать несжимаемой).
Схема движения жидкости

[image: image131.png]



Рис.5.1

Пусть 
[image: image54.wmf]1
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 - площадь поверхности верхнего уровня жидкости, 
[image: image55.wmf]2

S

 -площадь самого узкого сечения сосуда, 
[image: image56.wmf]2

u

 - скорость жидкости в сечении 
[image: image57.wmf]2

S

  (рис.5.1).
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Запишем уравнение ( GOTOBUTTON  фор51 5.1) в интегральной форме. С учетом теоремы Остроградского-Гаусса имеем:
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Так как жидкость несжимаема, то 
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или   
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Скорость 
[image: image63.wmf]2
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определяется из равенства потенциальной и кинетической энергии:
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Тогда с учетом ( GOTOBUTTON  фор519 5.19) имеем 
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 и определяет форму боковой поверхности водяных часов - параболоид вращения.

5.3.2. Определить силу, действующую на шар радиуса 
[image: image71.wmf]R

 , закрепленный на горизонтальной оси в круглом отверстии в плоской стенке сосуда с жидкостью (рис.5.2). Расстояние от оси шара до поверхности жидкости 
[image: image72.wmf]H

 , внешнее давление 
[image: image73.wmf]0
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 , трения нет. Будет ли шар вращаться вокруг оси?

Решение

В неподвижной тяжелой жидкости распределение давления по высоте задается законом Паскаля:
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Схема расположения шара
[image: image132.png]



. 

Рис.5.2
В выбранной системе координат сила 
[image: image75.wmf]F

, действующая на полусферу в жидкости, определяется по двум компонентам:
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где 
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 Компоненты
[image: image85.wmf]x
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  и 
[image: image86.wmf]z
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 определяются следующими выражениями:
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Вектор силы 
[image: image89.wmf]F

 проходит через ось шара, так как все составляющие этого вектора направлены по радиусам к центру шара:
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Шар вокруг оси вращаться не будет.

5.4. Задачи для самостоятельного решения

5.4.1. Жидкость вытекает из цилиндрического сосуда через небольшое круглое отверстие в дне сосуда. Показать, что время, необходимое для истечения всей жидкости вдвое больше того времени, которое потребовалось бы для истечения того же количества жидкости, если начальный ее уровень поддерживать постоянным.

5.4.2. Ангар полуцилиндрической формы длиной 
[image: image91.wmf]L

 и радиусом 
[image: image92.wmf]R

 подвергается действию ветра, скорость которого на бесконечности 
[image: image93.wmf]¥

u

 строго перпендикулярна к оси ангара. Какая сила будет действовать на ангар, если дверь на участке А (рис.5.3) открыта? Плотность воздуха равна 
[image: image94.wmf]r

 .
Схема обтекания ангара потоком воздуха

[image: image133.png]&





Рис.5.3

Потенциал скорости задан следующей функцией: 


[image: image95.wmf]q

u

j

cos

)

1

(

2

2

×

+

=

¥

r

r

R

, 
[image: image96.wmf]м

L

70

=

,

 
[image: image97.wmf]м

R

10

=

, 
[image: image98.wmf]с

м

20

=

¥

u

, 
[image: image99.wmf]3

2

.

1

м

кг

=

r

.

5.4.3. При изучении процессов кипения жидкости часто требуется знать время, в течение которого образовавшаяся сферическая полость радиуса 
[image: image100.wmf]0

R

 заполнится жидкостью. Давление на бесконечности равно 
[image: image101.wmf]0

p

. Никаких других сил к жидкости не приложено. Жидкость считать несжимаемой.

5.4.4. Определить форму, которую имеет свободная поверхность полого вихря с интенсивностью 
[image: image102.wmf]Γ

 в идеальной жидкости в поле тяжести. Движение жидкости потенциальное. Внешнее давление равно 
[image: image103.wmf]0

p

.

5.4.5. Определить вид течения, которое задано комплексным потенциалом 
[image: image104.wmf])

0

(

3

>

=

a

az

w
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 протекает каждую секунду через отрезок прямой, соединяющей две точки: 
[image: image106.wmf])
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ПРИЛОЖЕНИЕ

П.1. Компонента тензора деформации в криволинейных координатах

П.1.1. Цилиндрические координаты 
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П.1.2. Сферические координаты 
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П.2.1. Уравнение непрерывности в сферических координатах:
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П.3. Дифференциальные операторы в криволинейных координатах

П.3.1. Цилиндрические координаты
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П.3.2. Сферические координаты
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П.4. Операторы Лапласа и 
[image: image120.wmf]grad

 от векторных функций

П.4.1. 
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 (в декартовых координатах)

В других системах координат 
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 имеет место очень сложное выражение. В этом случае используется следующая связь между операторами 
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 с соответствующими выражениями для 
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 в других системах координат (П.3).

П.4.2. Градиентом векторного поля 
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 по вектору 
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 называют выражение 
[image: image127.wmf]F

a

)

 

(

grad


В декартовых координатах



[image: image128.wmf]k

a

j

a

i

a

F

a

)

 

(

)

 

(

)

 

(

)

 

(

z

y

x

gradF

gradF

gradF

grad

+

+

=



Общая формула:
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