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Введение

Данное учебное пособие представляет собой развернутый план проведения практических занятий по дисциплине «Механика сплошных сред» (МСС). Оно составлено на базе  лекционного курса « Численные методы решения задач в  механике сплошных сред. Часть 3. Вязкая среда. Анализ размерностей. Темы 8 и 9», читаемого на физико-техническом факультете. Основная цель этого пособия - помочь студентам активно овладеть методами МСС. Оно рассчитано на три занятия (по два часа каждое) и примерно на такой же объем времени для самостоятельной работы.

Прежде чем приступить к решению конкретных задач, необходимо вспомнить все основные уравнения и определения теории. Важнейшей частью занятий является обсуждение вопросов, приведенных в каждом разделе пособия. Это должно помочь студентам глубже понять физическую суть основных теоретических положений МСС.  Кроме того, среди этих вопросов много таких, которые, как показывает опыт, хуже усваиваются большинством студентов.

Обсуждению общих теоретических положений следует уделять около трети времени каждого занятия. Только после этого следует приступать к решению конкретных задач.

В предлагаемое пособие не включены некоторые классические задачи прикладной гидрогазодинамики (обтекание пластины и цилиндра идеальной жидкостью, плоское и цилиндрическое течения Пуазейля и Куэтта, задача Стокса об обтекании шара). Решение этих задач подробно обсуждается в основном лекционном курсе.
Основные обозначения
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 - теплоемкость при постоянном объеме,
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- теплоемкость при постоянном давлении,

Eвн - внутренняя энергия,

Ek - кинетическая энергия,

EП - потенциальная энергия,

( вн ,( к ,( п - соответственно те же величины, отнесенные к единице массы,

F - свободная энергия,

f - напряженность массовой силы,

F - сила, действующая на тело,

g - ускорение силы тяжести,

h - энтальпия единицы массы вещества,

I - плотность потока полной энергии (вектор Умова-Пойтинга),

[J] - размерность величины J,
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 - среднее значение макроскопического параметра J,

J( - пульсации параметра J при турбулентном движении жидкости,

k - постоянная Больцмана,

M - полный момент импульса,

p - давление,

Q - количество тепла,

q - плотность потока тепла,

Qv - объемный расход жидкости (газа),

Qm - массовый расход жидкости (газа),

r - радиус-вектор точки,

R - универсальная газовая постоянная,

Re - число Рейнольдса,

S - энтропия,

t - время,

T - температура,

Tik - тензор турбулентных напряжений,

u(r, t) - вектор смещения,

( - скорость индивидуальной частицы,

V - объем,

( - показатель адиабаты Пуассона,

( - циркуляция скорости,

(ik - дельта-символ Кронекера,

(ik - симметричный тензор деформаций,

(ikl - тензор Леви-Чевиты (альтернирующий тензор),

( - коэффициент сдвиговой (или динамической) вязкости,

(T - коэффициент вязкости при турбулентном движении,

( - молекулярная масса,

( - коэффициент кинематической вязкости,

( - коэффициент объемной вязкости,

(ik - тензор плотности потока импульса,

( - массовая плотность вещества,

((n)- напряженность поверхностных сил,

(ik - тензор напряжений,
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 - тензор вязких напряжений,

(ik - обобщенный тензор напряжений,

((r,t) - функция тока,

( - угловая скорость вращения.

ПРИМЕЧАНИЕ. Обозначения, используемые в тексте пособия без пояснений, имеют смысл величин, приведенных выше. Использование тех же символов с другим значением комментируется.
6. ВЯЗКАЯ среда
6.1. Основные формулы и определения

Ограничимся рассмотрением только ньютоновских сред, для которых модуль сдвига  
[image: image6.wmf]μ

   равен нулю. В этом случае для тензора напряжений 
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справедливо выражение ( GOTOBUTTON  фор49 4.9). Фундаментальная система уравнений движения вязкой жидкости принимает следующий вид.

6.1.1. Уравнение неразрывности:
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 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf]. 
(6.1)

6.1.2. Уравнение движения (уравнение Навье - Стокса):
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(6.2)

Если жидкость несжимаема, то из ( GOTOBUTTON  фор61 6.1) следует:
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и, следовательно, уравнение Навье - Стокса запишется в  виде:
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(6.4)

6.1.3. Уравнение сохранения внутренней энергии:
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6.1.4. Чтобы система была замкнутой, необходимо добавить еще два уравнения состояния и уравнение теплопроводности:
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Для однозначного описания движения вязкой жидкости с помощью уравнений ( GOTOBUTTON  фор61 6.1)-( GOTOBUTTON  фор66 6.6) необходимо задать начальные и граничные условия для макроскопических переменных.

6.1.5. При течении вязкой жидкости в качестве граничного задают так называемое условие прилипания. Согласно этому условию в каждой точке обтекаемой поверхности касательные компоненты скорости жидкости и границы равны. Так как условие непротекания ( GOTOBUTTON  фор58 5.8) здесь также справедливо, то в общем случае в каждой точке границы имеем:
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где  
[image: image18.wmf]u

  - скорость движения обтекаемого тела относительно заданной системы координат.

6.1.6. Начальные условия заключаются в задании температур, давлений и скоростей жидкости в начальный момент времени.

Для описания вихревого движения вязкой несжимаемой жидкости удобно использовать уравнение Навье - Стокса, записанное в следующем виде:
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здесь 
[image: image21.wmf]n

   - коэффициент кинематической вязкости.

6.1.7. В процессе движения жидкости за счет сил вязкости ее механическая энергия частично переходит в тепловую. Этот процесс называют   диссипацией кинетической энергии вязкой жидкости. Если жидкость несжимаема, то величина диссипируемой энергии может быть вычислена по следующей формуле:
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(6.9)

где 
[image: image23.wmf]k
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 - кинетическая энергия жидкости.

Таким образом, для вычисления величины диссипации кинетической энергии достаточно знать скорость жидкости как функцию координат.
6.2. Вопросы для обсуждения

6.2.1. Поясните, в чем заключаются граничные условия прилипания.

6.2.2. Что такое диссипация энергии вязкой жидкости?

6.2.3. Может ли величина диссипируемой энергии быть положительной?

Приведите физическое обоснование. Что можно сказать о знаке коэффициента вязкости 
[image: image24.wmf]η

 ?

6.2.4. Какой знак должна иметь величина скорости диссипации энергии?

6.2.5. Предложите возможные методы экспериментального изучения коэффициентов вязкости капельных жидкостей и газов на основе известного решения классической задачи о течении Пуазейля.

6.2.6. Запишите тензор напряжений 
[image: image25.wmf]ik
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и тензор вязких напряжений 
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 для несжимаемой вязкой жидкости.

6.2.7. Какие жидкости называются ньютоновскими?

6.2.8. Какие компоненты имеют вектор 
[image: image27.wmf]w

 для плоского движения?

6.2.9. Покажите, что для движения, называемого плоским вихрем, 
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6.2.10. Доказать равенство:
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6.2.11. Показать, что если линии тока параллельны, то 
[image: image30.wmf]0
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6.3. Основные этапы решения задач о движении вязкой жидкости.

До настоящего времени точного решения системы уравнений, описывающих движение вязкой жидкости, не получено. Более того, не доказано само 
существование и единственность такого решения. Такое положение вызвано двумя причинами:

6.3.1. В общем случае макроскопические величины, подчиняющиеся дифференциальным уравнениям в частных производных, зависят от четырех переменных (три координаты и время).

6.3.2. В уравнение движения Навье - Стокса ( GOTOBUTTON  фор62 6.2) входит нелинейный член 
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. Поэтому лишь немногие граничные задачи теории движения вязкой жидкости могут быть решены точно.

Приближенное аналитическое решение исходных уравнений может быть получено для задач с достаточно простой геометрией и лишь при том условии, что квадратичный член в уравнении Навье - Стокса имеет второй порядок малости и им можно пренебречь. В связи с этим, прежде чем приступить к решению какой-либо задачи, необходимо:

6.3.3. Интуитивно определить топологию движения жидкости, полагая, что симметричное воздействие приводит к симметричному эффекту.

6.3.4. Тщательно проанализировать те условия, при которых можно пренебречь в уравнении Навье - Стокса членом 
[image: image32.wmf]υ

υ

)

(

Ñ

.
6.3.5. В тех случаях, когда возникает необходимость решать нелинейное уравнение Навье - Стокса, то используют различные численные методы и результаты получают в виде графиков или таблиц с помощью ЭВМ.

6.4. Задачи

6.4.1. Дно широкого бассейна покрыто тонким слоем воды. На поверхности воды плавает тонкая деревянная доска, нижняя поверхность которой находится на расстоянии 
[image: image33.wmf]d

 от дна бассейна. Все остальные размеры доски во много раз больше 
[image: image34.wmf]d

. Доска движется горизонтально с малой скоростью 
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. Чему равна скорость диссипации энергии в единице объема в воде вблизи середины доски?

Решение

Распределение скоростей вдали от краев доски (плоская задача Куэтта, рис.6.1) имеет вид:  
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Рис.6.1. Схема движения 
Сила трения, действующая на единицу поверхности доски, равна:
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при этом работа на преодоление силы трения, совершаемая в единицу времени и отнесенная к единице площади поверхности доски, равна:
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Искомая скорость диссипации энергии  в единице объема оказывается равной:
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Этот результат легко может быть получен из выражения ( GOTOBUTTON  фор69 6.9).

6.4.2. Исследовать раскручивание вязкой жидкости, вначале покоящейся, от вносимой в нее прямолинейной вихревой нити с циркуляцией скорости 
[image: image42.wmf]0
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Решение

Уравнение осесимметричного движения вязкой жидкости в полярной системе координат: 
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Начальные и граничные условия:

6.4.2.1. 
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6.4.2.2. 
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если использовать в качестве переменной интенсивность вихря 
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 уравнение ( GOTOBUTTON  фор613 6.13) принимает вид:
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с граничными и начальными условиями:

6.4.2.3. Уравнение ( GOTOBUTTON  фор614 6.14) - линейное относительно 
[image: image54.wmf]G

.

Решение будем искать в виде:
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- безразмерная функция. По методу размерностей из переменных 
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 можно построить единственную безразмерную комбинацию:
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Для 
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  уравнение ( GOTOBUTTON  фор614 6.14) принимает вид:
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с граничными условиями:

6.4.2.4.   
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Решение уравнения ( GOTOBUTTON  фор616 6.16) известно
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6.5. Задачи для самостоятельного решения

6.5.1. Определить диссипацию энергии при течении воздуха в плоском зазоре (рис.6.2) при средней скорости
[image: image68.wmf]u

. Оценить разность температур воздуха на входе и выходе из канала за счет диссипации энергии.
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Рис.6.2. Схема расположения плоскостей плоского зазора
6.5.2. Рассмотрим движение тонкого слоя жидкости по наклонной плоской поверхности. Изучение движения таких слоев необходимо при проектировании конденсаторов пара, ректификационных колонн и других устройств.

Слой жидкости толщиной 
[image: image74.wmf]h

 ограничен сверху свободной поверхностью, а снизу - неподвижной плоскостью, наклоненной под углом 
[image: image75.wmf]a

 к горизонту. 
Определить движение жидкости под влиянием силы тяжести. Слой жидкости считать бесконечно тонким по сравнению с размерами граничной стенки.

6.5.3. Цилиндр радиуса  
[image: image76.wmf]1

R

,  движется стационарно со скоростью 
[image: image77.wmf]u

   внутри коаксиальной с ним трубы радиуса 
[image: image78.wmf]2

R

  параллельно своей оси. Определить движение жидкости, заполняющей пространство между цилиндрами.

Такие задачи возникают при описании движения плунжеров, поршней, откатных устройств в артиллерии, при протяжке проволоки через фильеры и нанесении на нее различных покрытий.

6.6.4. В опытах по абсорбции поток вязкой жидкости поднимается вверх по круглой трубе и затем стекает по наружной стенке вниз (рис.6.3).
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Рис.6.3. Схема движения жидкости
6.5.5. Вертикально установленная труба с внутренним радиусом 
[image: image79.wmf]R

 частично заполненная вязкой несжимаемой жидкостью, вращается вокруг оси с угловой скоростью 
[image: image80.wmf]w

 . Определить форму свободной поверхности.

7. МЕТОД ПОДОБИЯ

7.1. Основные определения

Теория подобия имеет большое значение при моделировании различных явлений.

7.1.1. Моделирование - это замена изучения интересующего нас явления в натуре изучением аналогичного явления на модели меньшего или большего масштаба, обычно в специальных лабораторных условиях.

 7.1.2. Метод подобия позволяет устанавливать требования, которые следует предъявить к лабораторной модели и проведению на ней исследуемого процесса, для того, чтобы результаты моделирования могли быть в дальнейшем использованы для проектирования реальных объектов.

7.1.3. Два явления подобны, если по заданным характеристикам одного можно получить характеристики другого простым пересчетом. Коэффициенты пересчета являются безразмерными комбинациями характерных физических величин и называются критериями подобия.

Рассмотрим критерии подобия для течений вязкой жидкости. Для этого достаточно записать уравнение Навье - Стокса ( GOTOBUTTON  фор62 6.2) в безразмерном виде. Тогда перед каждым членом этого уравнения появляются безразмерные коэффициенты, представляющие собой комбинации характерных физических величин. 

Пусть: 


[image: image81.wmf]L

    - характерный геометрический размер задачи;     
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    -характерная скорость жидкости;
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    - характерное давление; 
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- характерная сила тяжести;

 
[image: image86.wmf]t

     - характерное время задачи.
Тогда при моделировании течений вязкой жидкости необходимо использовать четыре критерия подобия:

7.1.4. 
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 - число Маха характеризует сжимаемость жидкости, 
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- скорость звука в среде.

7.1.5.    
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- число Рейнольдса характеризует режим течения среды (скорость течения).

7.1.6.  
[image: image90.wmf]L
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- число Фруда характеризует движение жидкости в поле сил тяжести.

7.1.7.  
[image: image91.wmf]L
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- число Струхаля характеризует нестационарное течение жидкости.

7.1.8. Говорят, что два тела геометрически подобны, если они имеют одинаковую форму и одинаковые безразмерные координаты сходственных точек.

7.1.9. Динамически подобными называют такие потоки, которые в сходственные моменты времени и в сходственных точках пространства имеют одинаковые критерии подобия. Очевидно, что потоки могут быть динамически подобными только тогда, когда они обтекают геометрически подобные тела. 

В каждом конкретном случае для моделирования не обязательно выполнение равенства всех критериев подобия для модели и натуры. В большинстве случаев достаточно равенства лишь некоторых из них. Так, например, при моделировании стационарного течения вязкой жидкости число Струхаля 
[image: image92.wmf]St

 просто не имеет смысла; если жидкость можно считать несжимаемой, то нет необходимости использовать число Маха (
[image: image93.wmf]M

= 0); если можно пренебречь 
силой тяжести, то при установлении подобия потоков нет смысла рассматривать число Фруда 
[image: image94.wmf]Fr

 и т.д. 

7.2. Вопросы для обсуждения

7.2.1. Что такое моделирование? Каковы его цели?

7.2.2. Поясните принцип работы устройства, называемого аэродинамической трубой.

7.2.3. В чем предназначение метода подобия?

7.2.4. Какие явления называются подобными? Что такое критерий подобия?

7.2.5. Как можно вывести критерии подобия течений вязкой жидкости?

7.2.6. Поясните физический смысл чисел 
[image: image95.wmf]M

,
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 , 
[image: image97.wmf]Fr

 , 
[image: image98.wmf]St

.

7.2.7. Что такое геометрическое и динамическое подобие двух потоков жидкости?

7.2.8. Поясните, обязательно ли динамически подобные потоки являются геометрически подобными и наоборот.

7.2.9. Какие тела называются геометрически подобными?

7.3. Задача

7.3.1. Определить усилие, требуемое для буксировки в натуре тела, имеющего форму эллипсоида вращения. Длина тела 
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, ,и его предполагается перемещать глубоко погруженным в воду при температуре 
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 со скоростью 
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 . Геометрически подобная модель длиной 
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 испытывается в аэродинамической трубе с регулируемым давлением и скоростью движения воздуха 
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 при температуре 
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Решение

Влиянием поля тяжести и сжимаемостью пренебрегаем (
[image: image111.wmf]1
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) Поскольку процесс стационарный, то единственным критерием подобия является число   
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.

Из равенства чисел  
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 для натурного объекта (1) и модели (2) имеем:
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(7.1)

Из таблиц для коэффициента динамической вязкости при 288 К   находим  
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= 0.016. Тогда из ( GOTOBUTTON  фор71 7.1) следует, что:
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(7.2) 
Так как плотность воды 
[image: image118.wmf]3
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, то плотность воздуха следует взять
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. Поскольку плотность атмосферного воздуха в нормальных условиях при 288 К   равна 1,33 кг/м3,-то для обеспечения требуемой плотности труба должна работать при давлении около 6 атм.

Пусть в этих условиях сила сопротивления модели оказалась равной 
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где 
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 - площади поверхности модели и натурного объекта, а также из условия геометрического подобия:
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определяем искомое буксировочное усилие, требуемое для перемещения натурного объекта:        
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7.4. Задача для самостоятельного решения

7.4.1. В химических технологических процессах часто используют большие резервуары, в которых осуществляется гидродинами​ческое перемешивание  вещества  (рис.7.1).  Необходимо  найти  глубину  центральной 
[image: image274.png]



Рис.7.1. Схема процесса перемешивания
 при стационарном движении жидкости в резервуаре как функцию скорости мешалки 
[image: image125.wmf]W

 . Диаметры резервуара и мешалки очень велики и равны 
[image: image126.wmf]D

 и 
[image: image127.wmf]d

 соответственно. Предполагается поставить модельные опыты в геометрически подобном сосуде меньших размеров. Определить условия, при которых следует осуществлять модельные испытания, чтобы обеспечить правильный способ предсказания результатов для натуры.

8. МЕТОД РАЗМЕРНОСТЕЙ

8.1. Основные определения

Многие физические проблемы не могут быть исследованы на основе строгого решения теоретических уравнений. Поэтому при изучении таких проблем было бы весьма полезно из тех или иных соображений построить явную зависимость исследуемой физической величины хотя бы от некоторых определяющих ее параметров. Целесообразность таких построений диктуется прежде всего тем, что, во-первых, это заметно сужает класс возможных исследуемых функций и, во-вторых, часто позволяет выявить универсальные функции геометрии и параметров состояния, которые характеризуют данное явление. Последнее обстоятельство особенно важно. Действительно, однажды определив такую универсальную функцию из некоторого, отдельного эксперимента, можно дать качественную и количественную оценку интересующего нас явления для большого спектра параметров состояния и исходных геометрических условий.

Знание явной функциональной зависимости исследуемой физической величины от некоторых определяющих ее параметров может быть получено на базе теории  размерностей. Ниже приведены некоторые основные положения этой теории.

8.1.1. Мерой физической величины называют число, которое характеризует эту величину в количественном отношении.

8.1.2. Масштаб меры может быть любым в зависимости от используемой системы единиц измерения. Например, длина может быть выражена в метрах, дюймах, сантиметрах и т.д.

8.1.3. Физическая величина, мера которой не зависит от масштаба измерения других величин, называется основной. Остальные величины называются производными. Единицы измерения основных величин вводятся эталоном.

Пусть имеются основные величины 
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 и производная величина 
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. Предположим, что в результате изменения масштабов, в которых измеряются величины 
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 их числовые значения изменяются в 
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 раз соответственно. Пусть числовое значение величины 
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 изменилось при этом в 
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 раз. Тогда, если 
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 имеет размерность 
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относительно величин 
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 , 
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 (или в системе 
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 EMBED Equation.3  [image: image145.wmf]B



 EMBED Equation.3  [image: image146.wmf]C

). Этот факт записывается в виде равенства:
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где символ   
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  обозначает размерность величины  Р.

Формула ( GOTOBUTTON  фор81 8.1) показывает, как мера величины 
[image: image149.wmf]P

   зависит от мер основных величин  А, В, С. Она называется формулой размерности.

Перейдем к рассмотрению общего случая. Пусть 
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 есть интересующая нас физическая величина с размерностью 
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Тогда должно выполняться условие: 
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Если  
[image: image155.wmf]A

 - величина безразмерная, то условие ( GOTOBUTTON  фор83 8.3) будет выражаться равенством:
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которому удовлетворяет любая функция вида:
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где 
[image: image158.wmf],...

,

2

1

δ

δ

 - безразмерные степенные комбинации определяющих параметров
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являются основными 
физическими величинами, то из них нельзя составить безразмерные комбинации 
[image: image161.wmf]i

d

 и, следовательно, величина 
[image: image162.wmf]A

 есть некоторая константа, т.е.:



[image: image163.wmf]0

=

=

const

A

.
(8.6)

Пусть теперь величина 
[image: image164.wmf]A

 имеет произвольную размерность. Образуем какую-нибудь степенную комбинацию:
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удовлетворяющую условию:
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 Рассмотрим безразмерное отношение
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Здесь могут представиться два случая:

8.1.4. Величины 
[image: image168.wmf]n
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 допускают безразмерные комбинации 
[image: image169.wmf],...
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. Тогда зависимость ( GOTOBUTTON  фор89 8.9), согласно ( GOTOBUTTON  фор85 8.5), будет иметь вид:
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Из этого равенства следует: 
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8.1.5. Безразмерные степенные комбинации 
[image: image172.wmf],...
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 невозможны. Тогда зависимость ( GOTOBUTTON  фор89 8.9), согласно ( GOTOBUTTON  фор86 8.6),имеет вид:
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Из этого соотношения следует:
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Таким образом, зависимость ( GOTOBUTTON  фор82 8.2) дается равенствами ( GOTOBUTTON  фор810 8.10) или ( GOTOBUTTON  фор811 8.11).

До сих пор мы рассматриваем общие положения теории размерностей. Теперь кратко остановимся на применении этой теории в механике сплошных сред. В этом случае основными физическими величинами являются масса - 
[image: image175.wmf]M

 , длина - 
[image: image176.wmf]L

 и время - 
[image: image177.wmf]T

 . Тогда, согласно ( GOTOBUTTON  фор81 8.1), размерность производной физической величины 
[image: image178.wmf]P

 определяется формулой 
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В системе СИ имеем 
[image: image181.wmf][
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. Если тремя определяющими параметрами физической величины 
[image: image182.wmf]A

 являются основные величины 
[image: image183.wmf]T
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, то, согласно ( GOTOBUTTON  фор811 8.11), имеем 
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8.1.6. Размерность, определяющего параметра называется независимой,    если она не может быть представлена в виде степенного одночлена размерностей других параметров. Ясно, что число независимых размерностей не может быть больше трех, поскольку имеется только три основных, величины. Отсюда следует, что если величина А  имеет n определяющих параметров, то из них можно составить только (n - 3) безразмерных комбинации. Тогда из соотношения ( GOTOBUTTON  фор810 8.10) следует:
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Числовые значения показателей 
[image: image186.wmf]n
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  в формуле ( GOTOBUTTON  фор81 8.1) определяются из уравнения размерности типа ( GOTOBUTTON  фор88 8.8).

8.2. Вопросы для обсуждения

8.2.1. Что дает при анализе физических явлений теория размерностей?

8.2.2. Что такое мера физической величины? Чем определяется масштаб меры?

8.2.3. Какие физические величины называют основными и производными?

8.2.4. Что называют размерностью физической величины?

8.2.5. Какие величины являются основными в механике сплошных сред?

8.2.6. Что такое определяющие параметры?

8.2.7. Сколько безразмерных комбинаций можно составить из определяющих параметров, если 
[image: image187.wmf]n

 из них являются основными физическими величинами?

8.2.8. Как построить уравнение размерности?

8.3. Задача

8.3.1. Поток несжимаемой идеальной жидкости обтекает шар (рис.8.1). Пусть скорость потока 
[image: image188.wmf]u

 , давление в жидкости вдали от шара равно нулю и давление в точке 
[image: image189.wmf]A

 равно 
[image: image190.wmf]P

 . Исследовать зависимость 
[image: image191.wmf]P

 от 
[image: image192.wmf]u

 . Определить силу лобового сопротивления 
[image: image193.wmf]F

.

[image: image275.png]



Рис.8.1.  Схема обтекания шара жидкостью
Решение

Поскольку жидкость идеальна, то определяющими параметрами будут плотность 
[image: image194.wmf]r

 , скорость потока 
[image: image195.wmf]u

 и, может быть, радиус шара 
[image: image196.wmf]R

:
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 Далее, пользуясь методом размерностей, получим:
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Следовательно,
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Равенство ( GOTOBUTTON  фор813 8.13) показывает, что искомое давление пропорционально 
[image: image207.wmf]2
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 и не зависит от радиуса шара.

Если в решении задачи учесть еще статическое давление на бесконечности 
[image: image208.wmf]0
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, то выражение ( GOTOBUTTON  фор813 8.13) запишется в виде
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 Определим силу лобового сопротивления:



[image: image210.wmf])

,

,

(

R

f

F

υ

ρ

=

,      
[image: image211.wmf][

]

[

]

F

R

z

y

x

=

υ

ρ

.

Откуда
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Поскольку равенство ( GOTOBUTTON  фор815 8.15) справедливо для любых скоростей 
[image: image217.wmf]υ

, то можно записать:
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Однако, с другой стороны, ясно, что если изменить знак скорости, то должен измениться и знак силы 
[image: image219.wmf]F

 . Поэтому должно выполняться равенство:
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Сравнивая ( GOTOBUTTON  фор816 8.16) и ( GOTOBUTTON  фор817 8.17), видим, что  
[image: image221.wmf]0
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  (или 
[image: image222.wmf]0
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 ). Отсутствие лобового сопротивления при движении тел в идеальной жидкости составляет суть парадокса Даламбера.

8.4. Задачи для самостоятельного решения

8.4.1. Методом  размерности получить решение задачи 5.4.3.

8.4.2. Методом размерности определить скорость звука в упругой среде как функцию плотности  
[image: image223.wmf]r

 и модуля Юнга 
[image: image224.wmf]E

   .

8.4.3. Газовый пузырь, образовавшийся в результате глубинного подводного взрыва, осциллирует с периодом 
[image: image225.wmf]τ

 . Определить функциональную 
зависимость τ от статического давления 
[image: image226.wmf]p

 , плотности воды 
[image: image227.wmf]ρ

 и полной энергии взрыва 
[image: image228.wmf]e

  .

8.4.4. Имеется установившееся движение несжимаемой вязкой жидкости в цилиндрической трубе за счет перепада давлений 
[image: image229.wmf]l
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 вдоль трубы.

На основе анализа размерностей найти соотношения, определяющие объемный расход 
[image: image230.wmf]Q

(объем жидкости, протекающей в единицу времени через поперечное сечение трубы) и среднюю по сечению трубы скорость 
[image: image231.wmf]υ

 . Конкретизировать эти соотношения для медленного ламинарного движения жидкости в трубе, когда свойство инерции жидкости несущественно.

8.4.5. Рассмотрим задачу о струйном движении жидкости через водослив, который представляет собой вертикальную стенку с отверстием: треугольной формы с углом 
[image: image232.wmf]a

, прямоугольной формы с шириной канала 
[image: image233.wmf]b

 . Высота уровня жидкости над основанием канала равна 
[image: image234.wmf]h

 (рис.8.2). Требуется 
определить массовый расход жидкости 
[image: image235.wmf]m

Q

 через отверстие водослива. Движение жидкости считать установившимся. 
[image: image276.png]



Рис.8.2. Схема движения струи

ПРИЛОЖЕНИЕ

П.1. Компонента тензора деформации в криволинейных координатах

П.1.1. Цилиндрические координаты 
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П.1.2. Сферические координаты 
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П.2. Уравнения гидродинамики для несжимаемой жидкости в криволинейных координатах

П.2.1. Цилиндрические координаты 
[image: image241.wmf]:
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П.2.1.1. Компоненты тензора напряжений:
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П.2.1.2. Уравнение непрерывности
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П.2.1.3. Три компоненты уравнения Навье – Стокса:
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П.2.2. Сферические координаты
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П.2.2.1. Компоненты тензора напряжений:
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П.2.2.2. Уравнение непрерывности:
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П.2.2.3. Компоненты уравнения Навье – Стокса:
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П.3. Дифференциальные операторы в криволинейных координатах

П.3.1. Цилиндрические координаты
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П.3.2. Сферические координаты
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П.4. Операторы Лапласа и 
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