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Введение

Данное учебное пособие представляет собой развернутый план проведения практических занятий по дисциплине «Механика сплошных сред» (МСС). Оно составлено на базе  лекционного курса « Численные методы решения задач в  механике сплошных сред. Часть 4. Турбулентность. Пограничный слой. Темы 10 и 11», читаемого на физико-техническом факультете. Основная цель этого пособия - помочь студентам активно овладеть методами МСС. Оно рассчитано на три занятия (по два часа каждое) и примерно на такой же объем времени для самостоятельной работы.

Прежде чем приступить к решению конкретных задач, необходимо вспомнить все основные уравнения и определения теории. Важнейшей частью занятий является обсуждение вопросов, приведенных в каждом разделе пособия. Это должно помочь студентам глубже понять физическую суть основных теоретических положений МСС.  Кроме того, среди этих вопросов много таких, которые, как показывает опыт, хуже усваиваются большинством студентов.

Обсуждению общих теоретических положений следует уделять около трети времени каждого занятия. Только после этого следует приступать к решению конкретных задач.

Основные обозначения
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 - теплоемкость при постоянном объеме,
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- теплоемкость при постоянном давлении,

Eвн - внутренняя энергия,

Ek - кинетическая энергия,

EП - потенциальная энергия,

( вн ,( к ,( п - соответственно те же величины, отнесенные к единице массы,

F - свободная энергия,

f - напряженность массовой силы,

F - сила, действующая на тело,

g - ускорение силы тяжести,

h - энтальпия единицы массы вещества,

I - плотность потока полной энергии (вектор Умова-Пойтинга),

[J] - размерность величины J,
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 - среднее значение макроскопического параметра J,

J( - пульсации параметра J при турбулентном движении жидкости,

k - постоянная Больцмана,

M - полный момент импульса,

p - давление,

Q - количество тепла,

q - плотность потока тепла,

Qv - объемный расход жидкости (газа),

Qm - массовый расход жидкости (газа),

r - радиус-вектор точки,

R - универсальная газовая постоянная,

Re - число Рейнольдса,

S - энтропия,

t - время,

T - температура,

Tik - тензор турбулентных напряжений,

u(r, t) - вектор смещения,

( - скорость индивидуальной частицы,

V - объем,

( - показатель адиабаты Пуассона,

( - циркуляция скорости,

(ik - дельта-символ Кронекера,

(ik - симметричный тензор деформаций,

(ikl - тензор Леви-Чевиты (альтернирующий тензор),

( - коэффициент сдвиговой (или динамической) вязкости,

(T - коэффициент вязкости при турбулентном движении,

( - молекулярная масса,

( - коэффициент кинематической вязкости,

( - коэффициент объемной вязкости,

(ik - тензор плотности потока импульса,

( - массовая плотность вещества,

((n)- напряженность поверхностных сил,

(ik - тензор напряжений,
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 - тензор вязких напряжений,

(ik - обобщенный тензор напряжений,

((r,t) - функция тока,

( - угловая скорость вращения.

ПРИМЕЧАНИЕ. Обозначения, используемые в тексте пособия без пояснений, имеют смысл величин, приведенных выше. Использование тех же символов с другим значением комментируется.
9. ТУРБУЛЕНТНОСТЬ

9.1. Основные определения
9.1.1. Движение жидкости называют устойчивым, если малые возмущения, раз возникнув в процессе движения, затухают со временем. В противном случае движение жидкости называют неустойчивым.
Если жидкость обтекает тело конечных размеров, то ее стационарное движение будет устойчивым при достаточно малых числах Рейнольдса Re. Экспериментальные данные свидетельствуют о том, что при увеличении 
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 достигается определенное его значение, называемое критическим 
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, начиная с которого движение становится неустойчивым по отношению к бесконечно малым возмущениям, и, таким образом, при  
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 стационарное в малом масштабе обтекание твердых тел вообще невозможно.  
9.1.2. Ламинарным режимом течения называют послойное движение жидкости (ламинарное течение может быть и нестационарным). Такой режим реализуется при 
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, т.е. ламинарное течение жидкости является устойчивым.
9.1.3. При значениях 
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послойное течение жидкости переходит в хаотическое движение, в котором течение в определенном направлении реализуется лишь в среднем. Такой режим течения, при котором параметры движения беспорядочно пульсируют около некоторого среднего значения, называется турбулентным. Этот режим течения характеризуется значениями числа 
[image: image11.wmf]кр
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, т.е. движение жидкости неустойчиво.
В настоящее время строгая количественная теория турбулентности еще не разработана. Кратко остановимся на двух основных методах теоретического анализа турбулентного движения жидкости.
9.2. Теория Рейнольдса
Рейнольдс предположил, что турбулентное течение жидкости можно описать некоторым набором статистических характеристик. Для этой цели удобно представить мгновенные значения характерных параметров как сумму осредненного значения и пульсационной составляющей. Так для скорости и давления запишем:     
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где штрихованные величины обозначают пульсационные составляющие:
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Здесь 
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 и 
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- средние значения данных величин. Здесь время 
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 должно быть значительно больше периода основных пульсаций, но много меньше того времени, в течение которого происходит заметное изменение осредненной скорости течения.
Если все величины, входящие в фундаментальную систему гидродинамических уравнений представить в виде ( GOTOBUTTON  фор91 9.1), то нетрудно получить систему уравнений, описывающих турбулентный режим течения вязкой жидкости для осредненного движения.
В частности, для турбулентного течения несжимаемой жидкости в отсутствии внешних сил уравнение движения (Навье - Стокса) и уравнение непрерывности (неразрывности) записываются в следующем вида:
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Последние уравнения называют уравнениям Рейнольдса. Величину
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, определяемую корреляцией пульсационных составляющих компонент скорости, называют тензором турбулентных напряжений.
Полный тензор напряжений в турбулентно движущейся жидкости равен:
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В последнем выражении ( GOTOBUTTON  фор96 9.6) по аналогии введен коэффициент 
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-коэффициент динамической турбулентной вязкости. Для ламинарного течения  
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, а для турбулентного режима течения   
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Следуя теории Рейнольдса, аналогичные преобразования можно сделать с уравнением сохранения энергии и уравнениями состояния вязкой жидкости, Это позволит получить замкнутую систему уравнений, описывающих турбулентный режим течения.
9.3. Теория Прандтля
Теория Прандтля основана на понятии о средней длине пути перемешивания и носит полуэмпирический характер. В случае одномерного турбулентного течения жидкости вдоль бесконечной плоскости основным  результатом этой теории является следующее выражение для турбулентного касательного напряжения:
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где 
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-средняя длина пути перемешивания, 
[image: image30.wmf]x

y

u

u

=

)

(

- осредненная  
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 - компонента скорости жидкости. В общем случае 
[image: image32.wmf]l

 является неизвестной функцией координат. Чтобы установить эту зависимость, иногда можно использовать    определенные   рабочие   гипотезы.   Однако   в   общем   случае зависимость длины пути перемешивания от координат априорно предсказать невозможно. Поэтому теория Прандтля имеет ограниченную применимость.
9.4. Развитая турбулентность 
 Рассмотрим, прежде всего, общие качественные характеристики турбулентного течения при 
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. Такое движение носит название  развитой  турбулентности. Этот режим течения характеризуется наличием чрезвычайно нерегулярного, беспорядочного изменения скорости со временем в каждой точке потока. Причем здесь размах пульсаций, вообще говоря, не мал по сравнению с величиной самой скорости.    Развитую турбулентность можно качественно рассматривать как результат наложения движений различных масштабов. Под  масштабом пульсаций подразумевается порядок величины тех расстояний, на протяжении которых существенно меняется скорость движения. Масштаб самых крупных пульсаций по порядку величины совпадает с размером той области, в которой происходит течения.
По мере возрастания числа Рейнольдса появляются сначала крупномасштабные пульсации, которые играют основную роль в турбулентном потоке; чем меньше масштаб пульсаций, тем позднее они появляются.
Порядок величины основного масштаба каждого данного турбулентного движения обозначим через 
[image: image34.wmf]l

 . Пусть изменение средней скорости потока на протяжении
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 имеет порядок 
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 . Скорость крупномасштабных движений 
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 сравнима по порядку величины 
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. Поэтому число Рейнольдса, определяющее свойства данного течения в целом, записывается в виде:
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Если 
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 есть порядок величины масштаба данного движения 
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- порядок величины его скорости, то наряду с числом Рейнольдса ( GOTOBUTTON  фор98 9.8) можно ввести качественное понятие о числах Рейнольдса для движений различных масштабов:
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Жидкость, движущуюся при больших числах Рейнольдса, можно рассматривать как идеальную (с нулевой вязкостью). Поэтому крупномасштабные пульсации подчиняются законам идеальной жидкости, т.е. энергия здесь практически не диссипируется. Силы вязкости являются определяющими в мелкомасштабных пульсациях, число Рейнольдса которых сравнимо о единицей. Масштаб таких пульсаций обозначим 
[image: image44.wmf]0
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 . Именно в этих мелкомасштабных пульсациях, не существенных с точки зрения картины движения жидкости в турбулентном потоке, и происходит  диссипация  энергии.
Таким образом, существует как бы поток энергии от крупномасштабных пульсаций к пульсациям самого мелкого масштаба 
[image: image45.wmf]0
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. Поэтому, несмотря на то, что диссипация обязана в конце концов вязкости жидкости, порядок ее может быть определен с помощью параметров, характерных для крупномасштабных движений.
Обозначим величину диссипируемой энергии в единице массы в единицу временя посредством 
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. Определяющими параметрами являются
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Можно определить турбулентную вязкость как:
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Отношение турбулентной вязкости к обычной равно:
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Следовательно, диссипация энергии  
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 выражается через 
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 формулой
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которая качественно похожа на формулу диссипации энергии в ламинарном потоке вязкой жидкости.
  Рассмотрим промежуточный масштаб пульсаций 
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. Определим порядок величины 
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 изменения скорости  турбулентного движения на протяжении расстояний порядка 
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 . Воспользуемся методом размерностей. Определяющими параметрами являются 
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Таким образом, изменение скорости на расстоянии порядка 
[image: image59.wmf]l

 пропорционально корню кубическому из этого расстояния (закон Колмогорова-Обухова) .
Теперь попытаемся оценить величину пульсаций самого мелкого масштаба. Согласно ( GOTOBUTTON  фор99 9.9) имеем:
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Если 
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Ясно, что соотношения ( GOTOBUTTON  фор98 9.8)-( GOTOBUTTON  фор915 9.15) полезны лишь для качественных оценок течения жидкости в режиме развитой турбулентности, но не для его количественного описания.
Для решения задач нам понадобятся некоторые эмпирические формулы, описывающие турбулентное движение жидкости в гладких трубах. На основании опытных данных удалось установить закон распределения средней скорости по сечению трубки:
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Что касается тензора турбулентных напряжений, то в ядре турбулентного потока с достаточной степенью точности справедлива формула Прандтля  ( GOTOBUTTON  фор97 9.7). Однако эта формула неприменима в области турбулентного потока, непосредственно прилегающей к стенке, вследствие того, что вблизи нее начинают играть роль эффекты молекулярной вязкости. Для этой области Дайслер предложил эмпирическую формулу:
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где
[image: image66.wmf]n

 - эмпирическая постоянная. Измеряя распределения скоростей для течений в трубах, Дайслер нашел, что 
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9.5. Вопросы для обсуждения

9.5.1. В чем заключается критерий устойчивости движения жидкости?
9.5.2. Какое значение числа Рейнольдса называют критическим? Является ли это значение универсальным для любых течений?
9.5.3. Дайте качественную характеристику ламинарному и турбулентному режиму течения жидкости.
9.5.4. Что может явиться причиной появления турбулентности?
9.5.5. Обязательно ли турбулентное движение жидкости является вихревым или оно может быть и потенциальным?
9.5.6. Какая турбулентность называется изотропной?
9.5.7. Изложите основные идеи теории Рейнольдса.

9.5.8. Поясните отличие уравнения Рейнольдса от уравнения Навье - Стокса.
9.5.9. В чем заключаются основные идеи теории турбулентности Прандтля? Что такое длина пути перемешивания? Дайте общую оценку этой теории.
9.5.10. Какая турбулентность называется развитой?
9.5.11. Что следует понимать под масштабом пульсаций?
9.5.12. Как диссипируется энергия в режиме развитой турбулентности?
9.5.13. Как можно оценить соотношение между турбулентной и молекулярной вязкостью в турбулентном потоке жидкости?
9.5.14. Чем определяется масштаб самых мелких пульсаций?
9.5.15. В чем заключается закон Колмогорова-Обухова?

9.6. Задачи

9.6.1. Имеется установившееся равномерное турбулентное течение несжимаемой жидкости в направлении оси 
[image: image68.wmf]x

 между параллельными горизонтальными стенками, перпендикулярными оси 
[image: image69.wmf]y

. Определить:
· распределение осредненного давления в плоскостях, перпендикулярных к направлению течения;
· тензор турбулентных касательных напряжений 
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Решение

Согласно условию задачи, имеем:
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Все производные по 
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, за исключением  
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Тогда проекции уравнения Рейнольдса на оси 
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 соответственно запишутся в следующем виде:
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 EMBED Equation.3  [image: image79.wmf]2
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Из уравнения ( GOTOBUTTON  фор920 9.20) следует, что:
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т.е. распределение давления в плоскостях, перпендикулярных к направлению течения, отличается от гидростатического давления на величину 
[image: image82.wmf]2
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. Эта величина невелика, но в специальных случаях может оказаться важной.
Если касательное напряжение определяется главным образом турбулентностью (что справедливо при 
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), то вторым членом в правой части уравнения ( GOTOBUTTON  фор919 9.19) можно пренебречь. Тогда имеем:
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где   
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. Интегрируя по 
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, находим:
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т.е. турбулентное касательное напряжение, также как и касательное вязкое напряжение при ламинарном течении, о удалением от стенок меняется по линейному закону.
9.6.2. Найти осредненное по времени распределение скоростей

для турбулентного потока в длинной трубе (вдали от стенки), используя гипотезу пути перемешивания Прандтля. Радиус и длина трубы равны соответственно 
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 и 
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Решение

Обозначим через 
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   расстояние от стенки трубы и предположим, что путь перемешивания равен 
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 - некоторый феноменологический коэффициент.
Пусть ось 
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 совпадает с осью симметрии трубы. Тогда, согласно выражению ( GOTOBUTTON  фор97 9.7), имеем:
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Топология осредненного течения жидкости такова, что 
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[image: image97.wmf]L

p

dz

dp

D

-

=

, то проекция уравнения Рейнольдса на ось 
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 имеет вид:
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Это уравнение нетрудно проинтегрировать. Используя граничное условие: 
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где через 
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 обозначено касательное напряжение на стенке трубы при 
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В турбулентном ядре, т.е. в основной области изменения координаты 
[image: image107.wmf]S

 , вклад молекулярного компонента 
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 . пренебрежимо мал по сравнению с вкладом турбулентного компонента 
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 • Другими словами, в указанной области перенос количества движения осуществляется главным образом турбулентными вихрями. Поэтому 
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 и, следовательно, из выражений ( GOTOBUTTON  фор924 9.24) и ( GOTOBUTTON  фор926 9.26) имеем:
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Прандтль ввел в уравнение ( GOTOBUTTON  фор928 9.28) математическое упрощение, положив правую часть равной 
[image: image112.wmf]0
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. Это упрощение облегчает дальнейшие выкладки и в то же время вносит в конечный результат незначительную погрешность. Тогда после извлечения квадратного корня получаем:
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Здесь физический смысл, очевидно, имеет только знак "плюс", величина 
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 выражена в единицах скорости.
Если уравнений ( GOTOBUTTON  фор929 9.29) проинтегрировать от внешней границы буферного слоя 
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или в безразмерных переменных  
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т.е. в ядре турбулентного потока в круглой трубе скорость распределена по логарифмическому закону.
 Дайслер на основании опытных данных по распределению скоростей в трубах установил, что 
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). Подстановка указанных значений в формулу ( GOTOBUTTON  фор931 9.31) приводит к соотношению:
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Многочисленные исследования показали, что логарифмическое распределение ( GOTOBUTTON  фор932 9.32) достаточно хорошо описывает профили скоростей в турбулентных потоках о числами Рейнольдса 
[image: image125.wmf]20000
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 (за исключением, разумеется, узких областей в непосредственной близости от стенки трубы).

9.7. Задачи для самостоятельного решения

9.7.1. Применяя эмпирическую формулу Дайслера ( GOTOBUTTON  фор917 9.17), рассчитать профиль скоростей в ламинарном подслое и в буферной области при турбулентном движении несжимаемой жидкости в трубе.
9.7.2. Требуется определить соотношение между молекулярной и турбулентной вязкостями, т.е. 
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 для турбулентного потока воды, движущегося в длинной гладкой трубе с постоянной скоростью. Дано:
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10. ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ

10.1. Основные формулы и определения
Движение жидкости вдали от обтекаемых тел при больших числах    Рейнольдса можно рассматривать как движение идеальной, жидкости, подчиняющейся уравнению Эйлера. Однако такое рассмотрение вблизи поверхности обтекаемого тела будет заведомо неверным.
Скорость жидкости падает до нуля на поверхности обтекаемого тела в тонком пристеночном слое, называемом   пограничным   слоем. Пограничный слой характеризуется большими градиентами скоростей вдоль нормали к поверхности тела. Поэтому область движения жидкости, обтекающей тело, можно разделить на две области: тонкий пристеночный слой, в котором течение определяется вязкостью жидкости,  и остальная область движения вне пограничного слоя, где жидкость можно считать идеальной.

10.1.1. Уравнение Прандтля

Движение жидкости в пограничном слое можно рассматривать как плоское, предполагая, что толщина слоя 
[image: image132.wmf]d

   значительно меньше характерного размера обтекаемого тела  
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. Пусть в дальнейшем ось 
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 направлена вдоль поверхности тела, а ось 
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- перпендикулярно ей. Будем рассматривать стационарное изотермическое течение вязкой несжимаемой жидкости. Оценим порядок членов в уравнениях ( GOTOBUTTON  фор61 6.1)-( GOTOBUTTON  фор63 6.3), записанных для плоского течения в пограничном слое. Очевидно скорость 
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Из уравнения непрерывности имеем
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Поскольку  
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Аналогичные оценки позволяют определить значение градиента 
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 Система уравнений движения жидкости в пограничном слое принимает вид:
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Рассмотрим линию тока, ограничивающую пристеночный слой. С внешней стороны полагаем, что эта линия находится в идеальной жидкости и для нее справедливо уравнение Бернулли. Обозначая скорость вне пограничного слоя через 
[image: image148.wmf])
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Тогда система уравнений ( GOTOBUTTON  фор104 10.4) запишется следующим образом:
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Уравнения ( GOTOBUTTON  фор106 10.6) называют уравнениями Прандтля для пограничного слоя.
Таким образом, задача об обтекании тела вязкой жидкостью при больших числах Рейнольдса распадается на две задачи: об обтекании тела несжимаемой идеальной жидкостью (находится
[image: image152.wmf])
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) и о движении вязкой жидкости в пограничном слое (определяем 
[image: image153.wmf]x
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 и   
[image: image154.wmf]y
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   как функции координат).
Граничные условия такого рода задач очевидны:
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10.1.2. Толщина вытеснения
Скорость жидкости в пограничном слое плавно изменяется при переходе в область внешнего течения. Поэтому толщина пограничного слоя - величина достаточно условная и неопределенная. Для определенности при сравнении результатов различных расчетов пользуются понятием толщины  вытеснения 
[image: image159.wmf]*
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 . Определение 
[image: image160.wmf]*
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 очевидно из рис. 10.1. Приравнивая площадь 
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Рис.10.1. Эпюра скоростей в пограничном слое
10.1.3. Интегральное соотношение Кармана
Интегрирование уравнений Прандтля для пограничного слоя по толщине 
[image: image165.wmf]d

 с использованием граничных условий, при которых 
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 плавно меняется на границе слоя (
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), позволяет получить интегральное соотношение Кармана для установившегося движения вязкой несжимаемой жидкости в пограничном слое: 
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Соотношение ( GOTOBUTTON  фор109 10.9) позволяет в ряде случаев существенно упростить решение задач о движении жидкости в пограничном слое. После первого этапа решения задачи (во внешней области) функция 
[image: image170.wmf])
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 становится известной. Далее можно представить скорость 
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в виде полинома по степеням 
[image: image172.wmf]y

 . Коэффициенты этого полинома находятся из граничных условий и оказываются зависящими от 
[image: image173.wmf]d

 как от параметра.
Если теперь подставить 
[image: image174.wmf])
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в интегральное соотношение Кармана ( GOTOBUTTON  фор109 10.9), то получится дифференциальное уравнение относительно 
[image: image175.wmf]d

. Его решение - функция 
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 - подставляется в формулу для 
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и находится окончательное выражение для 
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10.1.4. Отрыв пограничного слоя с образованием зоны турбулентного движения наблюдается при обтекании выпуклых тел с увеличением числа Рейнольдса. Это явление объясняется повышением  давления в пограничном слое после миделевого сечения тела вниз по потоку, что приводит к дополнительному торможению участков жидкости, прилегающих к поверхности тела. Возникновение продольного градиента давления в пристеночной области может привести к образованию потока, встречного внешнему, что стимулирует образование завихренностей в потоке и отрыв его от поверхности тела.
10.1.5. Кризисом сопротивления называется резкое уменьшение 
[image: image179.wmf])
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 коэффициента сопротивления при турбулизации пограничного слоя на обтекаемом теле. Причем может уменьшиться и сила сопротивления потоку - настолько резко уменьшается коэффициент сопротивления. Это явление объясняется смещением точки отрыва пограничного слоя вниз по течению при увеличении 
[image: image180.wmf]Re

 за счет хорошей "связи" турбулентного слоя с основным потоком. Область турбулентного движения уменьшается, а следовательно, уменьшается и сопротивление тела.

10.2. Вопросы для обсуждения
10.2.1. Что такое пограничный слой? Чем он характеризуется?
10.2.2. Какие области в потоке можно выделить при обтекании тел? Как описывается движение в каждой из областей?
10.2.3. Чем объясняются ограничения в геометрии пограничного слоя? Какие это ограничения?
10.2.4. Что такое толщина вытеснения? Почему существуют граничные условия с толщиной 
[image: image181.wmf]d

 , а не 
[image: image182.wmf]*

d

 ?
10.2.5. Приведите пример использования интегрального соотношения Кармана. Чем удобно это соотношение?
10.2.6. Объясните подробно физическую суть отрыва пограничного слоя. Как меняется при этом сопротивление тела?
10.2.7. Объясните экспериментальную зависимость коэффициента сопротивления 
[image: image183.wmf]l

 от числа Рейнольдса 
[image: image184.wmf]Re

 .
10.2.8. Чем объясняется кризис сопротивления?
10.2.9. Назовите способы уменьшения сопротивления тела с турбулентным пограничным слоем.

10.3. Задачи для самостоятельного решения

10.3.1. Определить толщину пограничного слоя 
[image: image185.wmf]d

 вблизи критической точки у обтекаемого вязкой жидкостью кругового цилиндра. Сделать численную оценку результата для конкретных жидкостей и размеров цилиндра.
10.3.2. Найти связь толщин вытеснения потока жидкости 
[image: image186.wmf]*

d

, импульса
[image: image187.wmf]p
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d

 и энергии 
[image: image188.wmf]E

*

d

с толщиной пограничного слоя для линейного профиля скорости жидкости в пограничном слое. Провести численную оценку результатов для толщины слоя 
[image: image189.wmf]d

 , полученной из задачи 10.3.1.
10.3.3. Объяснить качественную картину обтекания вязкой жидкостью (
[image: image190.wmf]1

Re

>>

) шара с острой иглой, закрепленной в сторону набегающего потока (рис.10.2).
[image: image227.png]



Рис.10.2. Схема течения

ПРИЛОЖЕНИЕ
П.1. Компонента тензора деформации в криволинейных координатах

П.1.1. Цилиндрические координаты 
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П.1.2. Сферические координаты 
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П.2. Уравнения гидродинамики для несжимаемой жидкости в криволинейных координатах

П.2.1. Цилиндрические координаты 
[image: image196.wmf]:
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П.2.1.1. Компоненты тензора напряжений:
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[image: image199.wmf].
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П.2.1.2. Уравнение непрерывности
[image: image200.wmf](

)

0

=

υ

div



[image: image201.wmf]0

1

=

+

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

r

z

r

r

r

z

r

υ

υ

υ

υ

.
П.2.1.3. Три компоненты уравнения Навье – Стокса:
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П.2.2. Сферические координаты
[image: image203.wmf])
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П.2.2.1. Компоненты тензора напряжений:
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П.2.2.2. Уравнение непрерывности:



[image: image205.wmf]0

2

sin

1

1

=

Q

+

+

¶

¶

Q

+

Q

¶

¶

+

¶

Q

Q

r

ctg

r

r

r

r

r

u

u

j

u

u

u

j


П.2.2.3. Компоненты уравнения Навье – Стокса:
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П.3. Дифференциальные операторы в криволинейных координатах

П.3.1. Цилиндрические координаты
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П.3.2. Сферические координаты
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П.4. Операторы Лапласа и 
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