НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ

Параметрические методы: основываются на законе распределения случайной величины (чаще всего требуется нормальный закон) и на параметрах этого распределения.

Непараметрические методы: не используют закон распределения.

Области применения непараметрических методов:

1. Случайные переменные не обладают нормальным распределением;

2. Случайные переменные являются качественными (ранговыми) или именованными;

3. Выборки малого размера;

4. Для дополнительной проверки выводов, полученных параметрическими методами в случае переменных с нормальным распределением.

Критерий согласия хи–квадрат двух независимых выборок, извлеченных из разных генеральных совокупностей. Проверяется гипотеза отсутствия различий между генеральными совокупностями.

Исходные данные – две выборки. Первая строка (xi) – эмпирическая, вторая (yi) –  эмпирическая либо представляет какое-либо теоретическое распределение. В этом последнем случае проверяется гипотеза соответствия первого эмпирического распределения второму теоретическому.
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 - при втором теоретическом распределении
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-при втором эмпирическом распределении


Критерий однородности двух независимых выборок, извлеченных из одной генеральной совокупности, проверяет гипотезу отсутствия различий между выборками. Статистика критерия имеет вид:
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Оба критерия применимы для достаточно больших выборок (не менее 20-30 элементов).

АНАЛИЗ ЗАВИСИМОСТЕЙ МЖДУ КАЧЕСТВЕННЫМИ (РАНГОВЫМИ) ПЕРЕМЕННЫМИ
Айвазян, Т.2, С.99

Качественная переменная позволяет упорядочить объекты по степени проявления в них анализируемого свойства (определение-см. Айвазян, Т.1, С. 107-108).

Качественная переменная возникает, когда:
· Количественная шкала объективно отсутствует или не известно исследователю;

· Количественную шкалу умышленно преобразуют в качественную (разбивая на отрезки, ранги…).

При изменении количественной переменной получается число.

Измерение качественной переменной – приписывание объекту числовой метки 
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, обозначающей МЕСТО этого объекта в ряду всех n – анализируемых объектов, упорядоченных по величине этой переменной. В этом случае указанная метка 
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 называется рангом    i-того объекта по k-тому признаку.


Пояснение.
Допустим, исследуется некоторое свойство 
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 для объектов      I = 1, 2,…, n:
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1. Пересортируем объекты в порядке возрастания свойства 
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. Получим, например (теперь объекты идут в другом порядке):
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Поставленные внизу числа натурального ряда являются рангами объектов по переменной 
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, так что ранг, например, второго объекта равен единице, ранг десятого объекта равен двум и т.д.

Если несколько объектов имеют одно и то же значение переменной 
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, получаются так называемые объединенные ранги (равные для нескольких объектов и дробные по величине). Далее для простоты будем рассматривать только различные значения x. В общем случае многомерных наблюдений имеем таблицу.
	Номер объекта
	Номер переменной

	
	1
	2
	…
	k
	…
	P

	1
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Любой столбец k этой таблицы представляет ряд целых чисел от 1 до n; индивидуальность строки проявляется лишь в последовательности появления этих значений.

NB: при работе со Статистическими Пакетами Прикладных Программ не обязательно самому вводить целочисленные ранги; достаточно объявить переменную ранговой, и пакет сам расставит целочисленные метки.
2. Ранговые переменные появляются, как правило, при экспертных оценках.


Например:

· Фигурное катание – оценки за артистизм и за технику;

· Выставка собак – оценки экстерьера и служебных качеств;

· Экзамен студентов – оценки «5, 4, 3, 2, 1, 0».


Это типичные качественные переменные; если студент получил оценку «4», он стоит явно выше того, кто получил оценку «2» (соотношение типа «больше-меньше» имеет место), но это не значит, что количество знаний у одного вдвое больше, чем у другого. После проведения экзамена во всей группе я могу упорядочить всех студентов по величине некой единой переменной – ранговое место:
1. Селезнев

2. Ивакин

3. Волобуев

4. ..

· ..

· ..

20. Сидоров

Опять, соотношение между местами – абсолютное, а количествонной связи между рангами нет.

3. Возможные задачи:

1) Эксперт выставил собакам оценки по экстерьеру (переменная 
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) и по служебным качествам (переменная 
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). Вопрос: есть ли связь между этими переменными? Вообще, связь быть должна, поскольку у собак экстерьер свидетельствует о чистоте породы, что должно сопровождаться (в среднем) хорошими служебными качествами.
2) Каждой собаке по какому-либо показателю выставили оценки разные эксперты. Вопрос: есть ли согласованность в действиях экспертов? Если да, тогда мы можем надеяться, что имеем более-менее объективную оценку собак. Если нет,  тогда собранная нами группа не может претендовать на звание экспертов. И статистическую процедуру оценки согласованности можно использовать для оценки качества экспертов (специалисты, резко «выбивающиеся» из общей колеи, должны быть исключены из группы экспертов).
РАНГОВЫЙ КОЭФФИЦИЕНТ КОРРЕЛЯЦИИ СПИРМЕНА

(Spearman Rank Correlation Coefficient)

Для ранговых переменных:
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Коэффициент корреляции Спирмена задается формулой:
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Ранги: Rx1 Rx2…….Rxn.
              ↓

Ранг первого объекта по x
Для сравнения напомню формулу для парного коэффициента корреляции между двумя количественными переменными (коэффициент корреляции Пирсона):
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т.е. это сумма произведений 
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 (за вычетом константы), в то время как в 
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 стоит разность 
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Свойства коэффициента корреляции Спирмена.
1. Если 
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2. Для противоположных переменных, т.е. когда 
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, коэффициент корреляции 
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3. Во всех остальных случаях 
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Пример 1.
Десять однотипных предприятий были проранжированы экспертами по двум переменным:
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Вообще, даже на глаз видно, что между этими двумя показателями есть существенная связь. Но насколько существенная? Каково количественное выражение этой связи? Ответ – значение коэффициента корреляции Спирмена: 
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Зная, что 
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 изменяется в пределах (1, мы можем предположить, что связь очень сильная.

НУЛЕВАЯ ГИПОТЕЗА. УРОВЕНЬ ЗНАЧИМОСТИ

Как любой параметр в математической статистике, коэффициент корреляции оценивается  с определенным доверительным интервалом или, другими словами, на определенном уровне значимости. Для коэффициента корреляции Спирмена нулевая гипотеза H0: 
[image: image52.wmf]S

kj

t

 = 0 отвергается на уровне значимости α, если 
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где 
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 - соответствующая процентиль распределения Стьюдента при условии достаточного числа наблюдений (n(10). В случае меньшего числа наблюдений обращаются к специальным таблицам.

Таким образом, если выполняется данное неравенство, то коэффициент 
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 статистически значимо отличен от нуля.

В рассмотренном случае 
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 отличен от нуля на уровне значимости α = 0,05.


Пример 2.
Исследовали 10 партий консервированного тунца по двум показателям:
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 - усвояемость по Хантеру;
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 - оценка качества тунца по 6-бальной шкале, усредненная по 80 опрошенным потребителям.


Получены следующие результаты:
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В данном примере исходные данные представлены в неранговой форме. В этом нет ничего страшного: статистический пакет сам расставит ранги, как только переменные 
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 будут объявлены ранговыми.

Значение 
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 = 0.60 значимо отлично от нуля (P – значение равно 0.0453).

РАНГОВЫЙ КОЭФФИЦИЕНТ КОРРЕЛЯЦИИ КЕНДАЛЛА


Другой мерой связи между ранговыми переменными является коэффициент корреляции Кендалла:
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где 
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 - минимальное число обменов местами соседних элементов последовательности 
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(Rx) для приведения ее к упорядочению 
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Свойства:
1. для совпадающих переменных 
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2. для противоположных переменных число обменов равно 
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3. во всех остальных случаях 
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Расчет вручную числа обменов – нелегкая задача; однако, при наличии статистического пакета трудоемкость расчета коэффициентов Спирмена и Кендалла – одинакова. Коэффициент корреляции Кендалла обладает некоторыми преимуществами по сравнению с коэффициентом корреляции Спирмена в смысле знания его статистических свойств.


Пример 1. (продолжение)

Чтобы совместить выборки 1 и 2, надо сделать 6 обьенов; следовательно 
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Эта величина несколько меньше соответствующей 
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Пример 2. (продолжение)


В примере с партиями тунца 
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, т.е. существенно меньше коэффициента корреляции Спирмена, однако P = 0.0476 и, следовательно, коэффициент 
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 статистически значимо отличен от нуля на уровне  значимости 0.05.


Конечно, мы не можем сказать, какой из коэффициентов корреляции ближе к истине (что такое истина в данном случае вообще?). Но то, что каждый из коэффициентов отражает какую-то сторону связи между 
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 - это несомненно. С одной стороны, малая сумма квадратов  отклонений (
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) говорит о тесной связи между этими переменными, что дает высокое значение коэффициента корреляции Спирмена; с другой стороны необходимость сделать 6 обменов местами для совмещения выборок -  это тоже реальность, что отражается в значении коэффициента корреляции Кендалла.

Статистическая значимость коэффициента корреляции Кендалла проверяется с помощью неравенства:
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[image: image81.wmf]2
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 - процентиль нормального распределения N(0,1).

Для коэффициента корреляции Кендалла (но не для Спирмена) можно написать доверительный интервал:
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в предположении, что 
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 обладает нормальным распределением со средним значением 
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НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ ОДНОФАКТОРНЫЙ ДИСПЕРСИОННЫЙ АНАЛИЗ

(метод Крускала-Уоллиса: Kruskal-Wallis method)

Вспомним постановку задачи параметрического варианта дисперсионного анализа (надо этот раздел перенести туда, где это параметрический вариант излагается).


Непараметрический вариант применяется тогда, когда:

· не выполняются условия параметрического варианта (нормальность распределения, одинаковость дисперсий в каждом классе);
· требуется дополнительное подтверждение выводов, полученных в параметрическом варианте.


Пусть, как и ранее, имеется i = 1,2,…,n – наблюдений переменной Yi, сгруппированные в k – групп согласно значениям какого-либо фактора A. Переведем количественные значения Yi в ранговую форму. Для этого упорядочим значения Yi по возрастанию (единое упорядочение для всех Yi, i = 1,2,…,n):

Y1 (Y2 (Y3(… (Yn.


После этого расставим ранги Ri:
1  2  3……n,

не забывая номер группы, откуда взято данное наблюдение.


Для каждой из j = 1,2,…..,k – групп вычислим сумму рангов:
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- сумма рангов Ri, соответствующих значениям Yi наблюдений в j-группе.


Понятно, что сумма рангов 
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 (нормированная на количество наблюдений nj в j – группе) – это аналог среднего в параметрическом варианте дисперсионного анализа.


Для проверки нулевой гипотезы:
H0: Yi не зависит от А (точнее, значения ранговых медиан для различных групп не различаются статистически значимо), вычисляем статистику Крускала-Уоллиса:
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которая при выполнении нулевой гипотезы имеет хи-квадрат распределение с 
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 - степенями свободы.  P – значение равно площади под кривой распределения хи-квадрат справа от точки H0. Нулевая гипотеза отвергается, если P(α.
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 - средний ранг
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Пример.
Исследовали производительность труда трех групп рабочих:

	N наблюдения
	Группа

	
	1
	2
	3

	
	Производительность

	1
	2.9
	3.8
	2.8

	2
	3.0
	2.7
	3.4

	3
	2.5
	4.0
	3.7

	4
	2.6
	2.4
	2.2

	5
	3.2
	-
	2.0



Требуется ответить на вопрос: зависит ли производительность от группы? Выстраиваем все измерения в ряд по возрастанию, запоминая, к какой группе принадлежит исходное измерение.

	2.0
	2.2
	2.4
	2.5
	2.6
	2.7
	2.8
	…

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	…

	(3)
	(3)
	(2)
	(1)
	(1)
	(2)
	(3)
	


Применяя статистический пакет, получаем:

H = 0.77 при k = 2 степенях свободы. Обращаясь к распределению  хи-квадрат, получаем P = 0.68 ( α – нулевая гипотеза о независимости производительности труда от номера группы не отвергается.
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