(3)


4.  Анализ остатков. (Афифи, с.162)

5. Коэффициент корреляции (Афифи, с.157)


6. Проверка адекватности линейной модели. (Афифи, с.154)

7. Множественная линейная регрессия (Афифи, с.164).

Задача множественной линейной регрессии возникает, когда надо решить проблему предсказания поведения одной зависимой переменной Y с помощью р независимых переменных  Х1, Х2, …Хр,  р>1. Модель множественной линейной регрессии выражается уравнением:
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Пусть выборка объема  n получена первым способом (фиксированные наборы Х, случайные Y). Оценки параметров β0, β1, … можно получить путем минимизации суммы квадратов отклонений
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В матричном виде выражение для коэффициентов b имеет вид:
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 - вектор искомых параметров,
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- матрица n * (p+1),
n - число наблюдений;
p - число переменных.

8. Проверка гипотез. Доверительные интервалы.

Гипотезы относительно коэффициентов β1, β2….βр делятся  на три категории:

1) 
[image: image8.wmf]0
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: все βi =0,    i=1,2,3….р.

Если эта гипотеза принимается, 
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 является наилучшим значением для Y при любом х. Альтернативная гипотеза состоит в том, что не все  βi = 0. Статистикой критерия является F-отношение
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Статистика F0 при выполнении нулевой гипотезы имеет F-распределение с  
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 степенями свободы. Соответствующее Р-значение есть площадь под кривой плотности F-распределения справа от точки F0.


2)  
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: какой-либо из βк=0.

Это гипотеза о том, что переменная 
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X

 не улучшает предсказание Y.    
Существует две статистики для проверки этой гипотезы:


а) 
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, где s(bк) – стандартная ошибка bк , которая при выполнении нулевой гипотезы имеет F-распределение с 
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 степенями свободы. При 
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: βк ≠ 0  соответствующее Р-значение равно площади справа от F0.

б) 
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которая имеет распределение  Стьюдента с 
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 степенями свободы. Р‑значение равно удвоенной площади под кривой 
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Таблица дисперсионного анализа для  модели множественной линейной регрессии имеет вид:

	Источник дисперсии
	Сумма квадратов
	Степени свободы
	Средний квадрат
	F-отношение

	Регрессия
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	Отклонение от регрессии
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 ← квадрат стандартной ошибки оценки

	Полная
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В этой таблице
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- сумма квадратов, обусловленная регрессией.
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- остаточная сумма квадратов. Если  
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 разделить на число степеней свободы остатков 
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, получается оценка дисперсии остатков (ошибок) s2:
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Отношение 
[image: image39.wmf]2
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 называется коэффициентом детерминации и представляет долю дисперсии Y, объясняемую регрессией Y по Х1, Х2, …Хр.  Эта величина равна также квадрату множественного коэффициента корреляции.





Несмещенная оценка
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3) 
[image: image41.wmf]0
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: равно нулю некоторое подмножество из m-коэффициентов.

Статистика критерия имеет вид:
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где 
[image: image43.wmf]R
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 это
остаточная сумма квадратов (из таблицы дисперсионного анализа), полученная для регрессии Y по (p-m) – переменным, не входящим в «нулевое» подмножество из  m – переменных, для которых коэффициенты  βi  равны нулю.


При выполнении нулевой гипотезы F имеет F-распределение с 
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 степенями свободы.

Доверительные интервалы для коэффициентов bк:
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NB: Коэффициенты bi в уравнении множественной регрессии часто бывают несравнимы между собой из-за разных единиц измерения переменных Xi. Эта трудность  может быть преодолена применением СТАНДАРТИЗОВАННЫХ НЕЗАВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ: Zi = Xi/Si, где: Si – стандартное отклонение для переменной Xi. После такого преобразования большое значение коэффициента регрессии bi  указывает на высокую степень влияния переменной Xi на зависимую переменную Y.
Пошаговая регрессия:

Дрейнер Н., Смит Г. Прикладной регрессионный анализ. 
Т.1.   1986-366с.








            
Т.2.   1987-351с.

ВЛИЯНИЕ НЕКОТОРЫХ  ФАКТОРОВ ОКРУЖАЮЩЕЙ СРЕДЫ

НА ЗДОРОВЬЕ ДЕТЕЙ

Типичная медико-экологическая модель, на примере которой можно показать принципы построения таких моделей и, одновременно, показать все недостатки, которые допускают авторы публикаций (как правило,  экологи, медики, не имеющие систематического математического образования).
М.С. Шабдарбаева и др. // Гигиена и санитария, 1990, № 11.
Постановка задачи: Дети болеют, потому что плохая окружающая среда.
Показатели здоровья:

Y1 – заболеваемость по обращаемости (сколько детей и сколько раз за год обратились в поликлинику).

Y2 – заболеваемость острыми респираторными инфекциями (сохраняется стиль оригинала).
Y3 – заболеваемость бронхитом.
Показатели окружающей среды:

Х1 – концентрация сернистого ангидрида (мг/м3 в воздухе);
Х2 – концентрация окиси азота (мг/м3 в воздухе);

Х3 – концентрация окиси углерода (мг/м3 в воздухе);

Х4 – концентрация сероводорода  (мг/м3 в воздухе);

Х5 – концентрация формальдегида  (мг/м3 в воздухе).
Методика исследований: Город. Выбрано два района:

[image: image48.emf] 
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Район А насыщен промышленными предприятиями.

Район Б – существенно чище.

Для отбора проб воздуха и исследования его загрязнения использовалось 9 точек наблюдения (достаточно много!).

В этих же точках (точнее в окрестностях этих точек) исследовалась заболеваемость детей Y1 ,Y2, Y3.

Группы формировались по принципу «Копия-пара»:

- одинаковый поло-возрастной состав;

- одинаковые материально-бытовые условия;

- продолжительность проживания в данном районе не менее 5 лет.
Всего под наблюдением находилось 1507 детей.
Таким образом: брали одну из точек наблюдения, определяли заболеваемость Y1, Y2, Y3 и степень загрязнения атмосферного воздуха Х1 Х2, Х3, Х4, Х5. Брали вторую точку наблюдения, делали то же самое и так далее во всех 9 точках.
В результате получены уравнения регрессии:
Y1=20.2 Х1 – 1.45 Х2 – 5 Х3 + 9.7 Х4 + 8.4 Х5 + 212
(r=0.70; d=42.5)

r – коэффициент корреляции;

d – остаточное среднеквадратичное отклонение.
Что по поводу построенного уравнения говорят авторы статьи, и что можем сказать мы?
	Авторы
	Мы (комментарий)

	1.
	1.

	2.
	2. См. № 2 после таблицы

	3.
	3.

	
	4. Авторы не  замечают отрицательных коэффициентов в уравнении для Y1.


Комментарии
1. Авторы: Выявлена зависимость  Y1 от X1÷ X5 .
Поскольку Р-значение или уровень значимости α не приведены, о выявленной зависимости говорить не приходится. Самое первое, что должно быть приведено, это 
Р-значение (т.е. уровень значимости уравнения регрессии). Его нет, следовательно, все остальное (с точки зрения строгой теории) - уже несущественно.
2. Авторы: Исследованы парные коэффициенты корреляции (Y1 - Xj). Получена значимость влияния Xi  на Yi, именно значимость в порядке убывания: Х4, X1, Х2, Х3, Х5. 
Совершенно очевидно, что этого сделать нельзя.
Пример

[image: image49.emf] 
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Какой из параметров оказывает большее влияние на Y1? Очевидно, Х2. Однако коэффициент корреляции (Y1 – X1) будет существенно выше, чем коэффициент корреляции (Y1 – X2),  поскольку у X1 точки теснее ложатся на прямую (именно этим определяется коэффициент корреляции).
3. Авторы: Получено высокое значение d: следовательно Y1 зависит не только от Х1÷Х5, но и от других параметров. Что такое высокое d? По сравнению с чем  d - остаточный средний квадрат, что это такое 
[image: image50.wmf]R
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 - ? Указание его одного, без 
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 и 
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 ничего не дает (с чем его сравнивать).
4. Авторы почему-то не замечают, что коэффициенты при Х2 и Х3 отрицательные. Если трактовать их  напрямую, получится, что для уменьшения Y1  (для уменьшения заболеваемости) надо повышать концентрации окиси  азота (Х2) и окиси углерода (Х3), хотя первоначально считалось, что эти вещества являются отравляющими.
5. r = 0.70 - непонятно, что это за коэффициент корреляции (множественный - ?).

Второе уравнение:
Y2 = 2.3 . X1 - 0.3 . X2 + 0.67 . Х3 – 0.026 . X4 – 0.19 . Х5 +11.6
(r =0.8; d=3.7)
Говорится, что из уравнения видна наибольшая значимость воздействия на острую респираторную инфекцию (Y2) двух параметров: X1 - сернистый ангидрид и Х3 - окись углерода. Нетрудно догадаться, что этот вывод сделан на основании сравнения величин коэффициентов a1 – a5 перед переменными X1 - Х5 ! Очевидно, что этот вывод неверен, поскольку переменные  X1 - Х5   имеют совершенно разный масштаб величин.

Действительно, пусть X1  изменяется в пределах от 1 до 2, а X3  - в пределах (100 - 200). Изменение X1  с единицы до 2 с коэффициентом   a1=1   приведет к увеличению Y2 на единицу.

Чтобы изменение Х3 от Х3min до  Х3max также изменило Y2 на единицу, коэффициент а3 должен быть равен 0.01.

В уравнении для Y1 переменная Х3 входила со знаком «-», теперь - со знаком «+».
Еще одно замечание. 
Уравнения для Y1 и Y2 должны быть сильно похожи, поскольку респираторная заболеваемость составляет до 80% от общей заболеваемости.
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