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Введение

1.Типы переменных

В математической статистике обычно рассматривают  следующие  типы  переменных: 

- количественные;

- качественные (ранговые);

- именованные (факторные).

Для количественных переменных результатом измерения является число (целое или действительное). Например, действительной количественной переменной является вес человека, его рост, температура тела. Для такой переменной возможны сравнения двух показаний (например, у двух разных людей), при этом можно сказать, у кого  эта величина больше и насколько. С количественными переменными можно производить осмысленные арифметические операции (сложение, умножение и т.д.) Например, если x и y – длины каких либо предметов, то будут иметь реальный смысл и выражения типа x-y, 2x, x+y и многие другие. Среди количественных переменных различают количественные непрерывные переменные (принимают произвольный ряд значений, например, рост человека) и количественные дискретные переменные, принимающие ряд определенных значений (например, число заболеваний у человека за один год).

Для качественных (ранговых) переменных имеют смысл только операции сравнения типа «больше - меньше» либо «лучше - хуже».  Примерами таких переменных являются различные экспертные оценки, даваемые, например, преподавателями на экзаменах, арбитрами на соревнованиях или специалистами-экологами при оценке санитарно-экологической ситуации в регионе. Хотя эти оценки выражаются обычно некоторыми числами, но для этих чисел осмысленными являются только операции сравнения, никакие арифметические операции не имеют смысла. Например, нельзя сказать, что студент, получивший на экзамене четверку, знает предмет вдвое лучше чем тот, кто получил двойку, ибо для знаний нет единицы измерения, но мы можем  сказать, что первый студент знает предмет лучше, чем второй.

Для именованных (факторных) переменных таких, например, как «пол» (мужской, женский), профессия и др., никаких содержательных отношений, кроме 
[image: image109.wmf]-5

-3

-1

1

3

5

7

9

11

 (одно значение равно другому значению) или 
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 (одно значение не совпадает с другим), установлено быть не может. Часто значения именованных переменных кодируют цифрами (мужчины – 1, женщины – 2), что иногда бывает удобнее при анализе. Однако здесь числа служат только для различения отдельных возможностей, заменяя названия или имена; выбор чисел вместо названий  совсем не обязателен. Для именованных переменных, даже когда они выражены числами, совершенно бессмысленными являются как любые арифметические операции, так и операции сравнения типа "больше - меньше". 

При статистическом анализе данных тип переменных важен потому, что он определяет выбор метода анализа: как правило, конкретный метод применим к переменным определенного типа. Рассматриваемые ниже методы сравнения "средних"  применяются, как правило, для количественных непрерывных переменных или для ранговых.

2. Основные понятия математической статистики

Объясним предварительно некоторые главные понятия математической статистики, которые часто встречаются в анализе "средних".

Генеральная совокупность — полный набор объектов, являющихся предметом исследования в данной задаче  (может  быть  конечной  или  бесконечной);

Выборка  из  генеральной  совокупности  —  набор объектов,  непосредственно исследованных в данной задаче.

Например, нас интересует состояние здоровья населения Свердловской области. Для выяснения этого состояния мы провели детальное медицинское обследование 1000 человек, проживающих в различных населенных пунктах этой области. В этом случае генеральной совокупностью являются все жители Свердловской области, а выборкой – те 1000 человек, у которых проводилось обследование. 

Требование к выборке – она должна наилучшим образом представлять генеральную совокупность. Например, в задаче о здоровье жителей Свердловской области, выборка должна правильно отражать половой и возрастной состав жителей области, соотношение городского и сельского населения, людей работающих на вредном и безвредном производстве и др. (т.е. правильно отражать те параметры Г.С., от которых может зависеть здоровье населения). Говорят, выборка должна быть представительной. Столь жесткие требования к выборке предъявляются потому, что статистические расчеты проводятся на объектах, принадлежащих выборке (нечего другого в своем распоряжении исследователь реально не имеет), а выводы делаются для всей генеральной совокупности.

Случайная величина — величина, точное значение которой мы не в состоянии предсказать до непосредственного наблюдения. "Случайная величина X есть функция принимающая численное значение х(w) на каждом элементе w из генеральной совокупности W. Конкретное значение х, принимаемое случайной величиной Х для данного элемента w, называется реализацией X и представляет собой наше наблюдение"  — (Афифи, с.398). Как случайные обычно рассматриваются величины, значение которых формируется под влиянием многих неизвестных исследователю факторов. Именно таковыми, как правило, являются экологические  и медицинские параметры.  

Вероятность. Для дискретной случайной величины Х это понятие может быть введено следующим образом: вероятность того, что Х = х, есть доля объектов генеральной совокупности, для которых Х = х; записывается  Pr(X = x)  или  Р(Х = х)  или просто  Р(х). Сумма всех таких долей должна быть равна единице, т.е. 
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. Очевидно, что это определение не имеет смысла для непрерывных случайных величин, поскольку для каждого конкретного значения х такая доля будет равна нулю. В этом случае можно определить лишь вероятность попадания значения Х в некоторый интервал (конечный или бесконечный) Pr(x1<X<x2).

Под распределением случайной величины понимают некоторое соотношение между х и Р(х). Для дискретной случайной величины распределение задается перечислением значений Pr(X = x) для всех х.  Если удается задать математическую функцию f(х),  связывающую Pr(X = x) с аргументом  х, то  f(х) называют законом распределения.

Функция распределения (накопительная или кумулятивная) — вероятность для случайной величины Х принять значения, меньшие некоторого х, т.е. F(x) = Pr(X  <  x).  Накопительная функция распределения может быть введена как для непрерывной так и для дискретной случайной величины. Эта функция всегда является монотонно возрастающей и на нижней границе области определения Х всегда принимает значение, равное нулю, а на верхней — равное единице. Для дискретной случайной величины ее график имеет ступенчатый вид, при каждом допустимом значении х происходит некоторый вертикальный скачок, а между ними функция постоянна. Для непрерывной случайной величины это гладкая кривая без экстремумов (рис. 1б).

Плотность вероятности (распределения) — вводится только для непрерывных случайных величин как производная по х от накопительной функции распределения (
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Рис. 1.

Характерный вид плотности вероятности (а) и накопительной функции распределения (б) для непрерывной случайной величины

Математическое ожидание для генеральной совокупности  — для дискретной переменной определяется как 
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, где суммирование ведется по всем различным значениям Х из генеральной совокупности. Для непрерывной случайной величины математическое ожидание может быть определено как 
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.Математическое ожидание для генеральной совокупности является во многом абстрактной величиной, поскольку реальные исследования проводится только с выборками. Поэтому математическое ожидание, как правило, нельзя вычислить, можно только оценить, используя  выборочное среднее — 
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, где n — число объектов в выборке. Выборочное среднее вычисляется одинаково для дискретных и непрерывных переменных, поскольку выборка всегда представляет собой дискретный набор объектов. Выборочное среднее является несмещенной оценкой математического ожидания, то есть его усреднение по всем возможным выборкам теоретически должно совпасть с математическим ожиданием для генеральной совокупности.

Дисперсия 
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, стандартное отклонение 
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 генеральной совокупности — для дискретной случайной величины вводится как 
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. Выборочная дисперсия 
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 и выборочное среднеквадратичное отклонение 
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 являются несмещенными оценками дисперсии и среднеквадратичного отклонения для генеральной совокупности.

Для дисперсии существует ряд важных соотношений, которые используются в методах сравнения "средних".

1.  Постоянный множитель можно вынести за знак дисперсии, возводя его при этом в квадрат, т.е.,  если 
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   -  (Гмурман, с.90).

2. Дисперсия суммы равна сумме дисперсий.

В следствии этого дисперсия среднего может быть вычислена по формуле 
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 EMBED Equation.3  [image: image20.wmf](
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Если все 
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Мода 
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 — значение Х, при котором плотность вероятности имеет максимум. По количеству таких максимумов распределения подразделяются на унимодальные, бимодальные и т.д.

Амплитуда моды — величина 
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Медиана —  такое значение Х = М, при котором 
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. Медиана делит пополам площадь под кривой плотности вероятности. Для  симметричных унимодальных распределений математическое ожидание, мода и медиана совпадают.

Вариационный размах — разность между максимальным и минимальным значением Х в выборке;    V = 
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Коэффициент  вариации — стандартное отклонение,  деленное на математическое ожидание; 
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Коэффициент асимметрии —
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. Если плотность вероятности симметрична, то A = 0; если плотность имеет длинный правый хвост (например логнормальное распределение), тогда  A > 0;  а если длинный левый хвост, тогда A < 0.

Коэффициент эксцесса — 
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. Для нормального распределения B = 3; если распределение сконцентрировано сильнее вокруг среднего, чем нормальное, тогда  B < 3, а если меньше (т.е. более размытое) — B > 3.

Процентиль. q-я процентиль — это число хq менее которого принимают значения q% всех значений Х из совокупности. На рис. 2 представлено определение q-й процентили по графику накопительной функции распределения, вычисленной в процентах (то есть единице соответствует 100%). q-я процентиль делит площадь под кривой плотности вероятности в отношении q% (слева) и (100-q)% (справа). Медиана является частным случаем процентили (50-я процентиль).
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Рис. 2. Определение процентили.

Методы математической статистики можно разделить на два класса — параметрические и непараметрические.

Параметрические методы опираются на знание распределения случайной величины, на его свойства, на параметры  (, (  и другие.  Параметрические методы используются только для количественных переменных.

Непараметрические методы не опираются на распределения случайных величин. Применяются для качественных (ранговых) и именованных (факторных) переменных,  ибо для количественных, сгруппированных в классы.

Параметрические методы могут быть применены только в том случае, если исследуемая величина имеет нормальное распределение (для непрерывных случайных величин), либо биномиальное распределение или распределение Пуассона (для дискретных сучайных величин). Для других видов распределений параметрические методы в настоящее время не разработаны. Поэтому для применения параметрических методов исследуемая случайная величина должна быть распределена по одному из перечисленных выше законов (нормальное, биномиальное, Пуассона),  либо преобразована к таковой. Если это не так, могут быть использованы только непараметрические методы. Примером распределения, легко сводимого к нормальному, является логнормальное распределение: если величина подчиняется логнормальному распределению, то ее логарифм будет распределен нормально. Логнормальное распределение достаточно часто встречается у экологических и медицинских параметров. Так чаще всего распределяются, например, концентрации различных химических загрязнителей.

Когда мы проводим статистический анализ нормально распределенных случайных величин параметрическими методами, у нас часто появляются величины, имеющие "служебные" распределения — хи-квадрат, Стьюдента либо Фишера. Все они "возникают" из нормального распределения. Приведем таблицу (см. Табл.1) всех распределений, используемых в параметрических методах а затем рассмотрим их свойства подробнее.

Табл.1 Распределения, встречающиеся в параметрических методах.

	Распределения исследуемой случайной величины
	(Служебные( распределения

	Нормальное распределение
	Распределение  Стьюдента

	Биномиальное распределение
	Распределение хи-квадрат

	Распределение Пуассона
	Распределение Фишера (F- распределение)


Нормальное распределение.  Распределение непрерывной случайной величины является нормальным, если плотность вероятности имеет вид:
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Рис.3 Вид плотности вероятности нормального распределения для различных параметров ( и (.

Нормальное распределение является симметричным унимодальным и  зависит  от двух параметров:   ( — математическое ожидание  и  (   — стандартное отклонение. Первый параметр определяет положение моды, а второй — ширину пика плотности вероятности. Поэтому параметр ( называется параметром положения, а  (   — параметром разброса.

Величины, имеющие нормальное распределение достаточно часто встречаются в природе, поскольку имеет место Центральная предельная теорема (Теорема Ляпунова), которая гласит, что Если случайная величина X представляет собой сумму n  - независимых одинаково распределенных случайных величин, влияние каждой из которых на сумму мало, то при 
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  распределение величины X будет стремиться к нормальному к нормальному, каковым бы ни было распределение каждой из компонент.

Практически это означает, что если данная случайная величина формируется под влиянием очень многих случайных факторов с неизвестным исследователю распределением (а таковыми являются очень многие экологические и медицинские параметры), то ее распределение, скорее всего, будет близким к нормальному.  Однако это условие выполняется далеко не всегда, поэтому факт подчинения данной величины закону нормального распределения всегда требует доказательства. Поэтому перед началом статистического анализа проводится процедура проверки распределения на нормальность. Результат этой проверки очень важен при выборе методов исследования. Сама эта процедура будет описана ниже, в главе о предварительной обработке данных. 
Биномиальное распределение. Биномиальному закону распределения подчиняются дискретные случайные величины, которые формируются как сумма  некоторого числа n так называемых дихотомических переменных, т.е. переменных, способных принимать только два значения — 1 либо 0 с некоторой вероятностью p и q=1-p соответственно. Нулями и единицами обычно кодируется принадлежность случайно выбранного объекта к одному из двух непересекающихся классов А и В (например здоровые и больные люди). Тогда величина p есть доля объектов класса А в генеральной совокупности, а n — число объектов в исследованной выборке.  

Математическая формулировка:

Пусть случайная величина случайная величина Х определяется как
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где каждая компонента 
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 представляется в виде: 
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Известно также, что объект принадлежит классу А с вероятностью р, а классу В ( с вероятностью q=(1 ( р). Определенная таким образом величина Х распределена по биномиальному закону, имеющему вид (вероятность того, что Х примет значение i для заданных р и n):
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Следовательно, Х является дискретной переменной, принимающей значения от 0 до n. Вид его представлен на рис.4. 
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Рис.4. Биномиальное распределение.

Биномиальное распределение является дискретным распределением и характеризуется двумя параметрами: р и n. При n ( (, когда можно пренебречь дискретностью, биномиальное распределение приближается к нормальному распределению N(p,p(1-p)), с математическим ожиданием (=p и дисперсией (2=p(1-p) которая тоже выражается через  p. Существует эмпирическое правило, согласно которому биномиальное распределение можно заменить нормальным при n(p((1 - p) > 9; тогда при p ( 0.5 требуется n ( 40, а при p ( 0.01
— n > 1000. Такая нормальная аппроксимация требуется потому, что само биномиальное распределение при больших n  практически невозможно вычислить из-за слишком больших величин факториалов.

Факт подчинения  той или иной случайной величины закону биномиального распределения не требует доказательства, поскольку сам принцип ее формирования путем суммирования дихотомических величин предполагает его наличие.

Распределение Пуассона вводится также для дискретных случайных величин, формирующихся как сумма дихотомических переменных. Оно получается из биномиального распределения в пределе, когда 
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. В этом случае закон распределения можно записать в виде 
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. Отметим, что множитель 
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 присутствует и в биноминальном распределении. Для распределения Пуассона математическое ожидание (,  и дисперсия  (   равны  (.

Распределение Пуассона используют вместо биномиального распределения, когда n велико, а p мало, поскольку это существенно сокращает объем вычислений. 

Приведем итоговую таблицу применимости распределений для дискретных случайных величин, формируемых по формуле (2)

	n
	p
	Распределение

	мало
	любое
	биномиальное

	велико
	не мало
	нормальное

	
	мало
	Пуассона


Распределению  "хи-квадрат"  подчиняется величина  U, являющаяся суммой квадратов  n независимых случайных величин 
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, подчиняющихся нормальному закону  N(0, 1):
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Число n обычно называется числом степеней свободы распределения "хи-квадрат".     

Таким распределением обладает выборочная дисперсия  s2  для нормально распределенных случайных величин. Вид плотности вероятности распределения "хи-квадрат" для различных n приведен на рис.5.
При 
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 плотность вероятности распределения  "хи-квадрат" стремиться к  N(0,1).


Рис 5. Вид плотности вероятности распределения "хи-квадрат" при различном числе степеней свободы.

При больших  n  распределение  f((2)  становится почти симметричным.

Распределение Стьюдента. Если Z — случайная величина, распределенная по нормальному закону N(0,1), а U — случайная величина с распределением "хи-квадрат" с n степенями свободы, тогда величина
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имеет распределение Стьюдента с n степенями свободы

.



Рис.6. Плотность вероятности распределения Стьюдента при различном числе степеней свободы.

Распределение Стьюдента всегда центрировано около нуля и зависит от одного параметра n.  При n ( ( плотность вероятности f(x) стремится к функции нормального распределения   N(0,1).

 Распределение Фишера (F - распределение). Случайная величина
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обладает распределением Фишера с параметрами n1 и n2 (числа степеней свободы), если переменные U1 и U2 подчиняются распределению "хи-квадрат" со степенями свободы n1 и n2 соответственно. При увеличении n1 и n2, функция f(W) плотности вероятности F-распределения становится почти симметричной относительно своей моды.
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Рис. 7. Плотность вероятности распределения Фишера при различных числах степеней свободы.

Таким образом все перечисленные "служебные" распределения получаются при формировании некоторых комбинаций из нормально распределенных величин. Приведем в заключении их сводную таблицу. Пусть величины
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 подчиняются нормальному  распределению N(0,1), тогда:
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 – имеет распределение "хи-квадрат" с n  степенями свободы;
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 – имеет распределение Стьюдента с n  степенями свободы;
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 – имеет распределение Фишера с n1 и n2 степенями свободы.

3. Статистические гипотезы.

Для проверки или опровержения каких-либо утверждений в математической статистике формулируются так называемые гипотезы.

Статистическая гипотеза — это утверждение относительно значений параметров данного распределения  или  о  форме распределения.

Статистическая гипотеза формулируется для параметров генеральной  совокупности!

Пример. Сформулируем статистическую гипотезу в виде: Здоровье населения зависит от загрязнения окружающей среды (например, концентрация окиси углерода СО в атмосферном воздухе (обозначим ее Х) влияет на заболеваемость населения бронхитом(обозначим Y)).

Гипотеза: Y зависит от Х.

Статистическая проверка гипотезы – это процедура выяснения, следует принять или отвергнуть нулевую гипотезу (обозначается Н0).

Что означает термин нулевая гипотеза? В нашем примере с заболеваемостью бронхитом нулевая гипотеза Н0 формулируется так: Здоровье населения не зависит от загрязнения окружающей среды (например, концентрация окиси углерода СО в атмосферном воздухе не влияет на заболеваемость населения бронхитом).

Нулевая гипотеза H0 – предполагает, что Y не зависит от X. Вообще, нулевая гипотеза – это гипотеза отсутствия различий, изменений, связей.

Кроме нулевой гипотезы, в противовес ей, формулируется альтернативная гипотеза (Н1). Альтернативная гипотеза H1 утверждает, что Y зависит от X. В общем случае можно сформулировать несколько альтернативных гипотез, в зависимости от характера предполагаемой зависимости. Например, повышение концентрации СО теоретически может как увеличивать заболеваемость бронхитом, так и уменьшать ее. 

Нулевая гипотеза – допущение чисто математическое, оно не означает, что предположение об отсутствии различий составляет рабочую гипотезу исследования (чаще всего как раз наоборот). Почему тогда именно нулевая (а не альтернативная) гипотеза формулируется первой; почему проверкой именно этой (а не альтернативной) гипотезы мы занимаемся? Потому что нулевая гипотеза является утверждением, которое более информативно, если оно отвергается. Мы исходим из принципа, что утверждение может (должно) быть отвергнуто, если имеется противоречащий ему факт (хотя бы один), но если такие факты не известны, это не является основанием для принятия утверждения, так как противоречащие ему факты могут появиться потом (ср. с математическим приемом доказательства от противного). Поэтому нулевая гипотеза в процессе проверки практически никогда не принимается, она либо отвергается, либо не отвергается.

 Кроме того, нулевая гипотеза выделена тем, что она всегда одна, а альтернативных гипотез может быть много.

Рассмотрим еще один пример:

Вычисляется доля р больных среди жителей некоторой территории, загрязненной  выбросами  промышленных предприятий.  Мы хотим убедиться, что выбросы предприятий ухудшают здоровье  людей,  т.е. величина  р  оказывается больше нормативной (допустимой)  р0.

Формулируем гипотезу: на территории, загрязненной выбросами предприятий, повышена доля больных,  т.е.  р > р0.

Согласно строгой теории мы должны сформулировать другую гипотезу, а именно:   р = р0  Эта и есть нулевая гипотеза для данной задачи, Н0: (гипотеза  отсутствия различий,  изменений).

Тогда гипотеза, интересующая нас,  называется альтернативной гипотезой

     Н1:  р > р0  (гипотеза наличия различий, изменений).

В принципе возможны другие варианты альтернативной гипотезы

    Н1:  р < р0;

    Н1:  р ( р0.

    Статистическая проверка гипотезы — это  процедура  выяснения, следует ли принять или отвергнуть нулевую гипотезу. Решение принять или отвергнуть нулевую гипотезу основывается на выборочных наблюдениях,  т.е. на результатах расчетов по некоторой выборке из генеральной совокупности. Поскольку выборка не охватывает всей генеральной совокупности, это решение ошибочным.  Существуют два типа ошибок.

Ошибка первого рода: Н0 — верна,  но было принято решение ее отвергнуть.

Ошибка второго  рода: Н0 — неверна,   но было принято решение ее  не отвергать.

Вероятности ошибок первого и второго рода обозначаются соответственно ( и (, т.е.:

( = Pr (отвергнуть Н0¦ Н0 верна)

( = Pr (не отвергнуть Н0¦ Н0 неверна).

Задача состоит в том, чтобы минимизировать  (  и  (.

Рассмотрим теперь, как реально проводится процедура статистической проверки нулевой гипотезы. 

Прежде всего строится некоторый статистический критерий К, представляющий собой, как правило, отношение исследуемого эффекта (различия) к величине случайного разброса. Конкретная формула для К определяется характером поставленной задачи. Затем по выборочным данным вычисляется значение критерия К0 для данной выборки.  

Поскольку статистический критерий вычисляется по выборочным наблюдениям, он является случайной величиной, имеющей некоторое распределение. Основная его характеристика – это плотность вероятности f(К). Во многих случаях она бывает известна исследователю (если известно распределение исходной случайной величины) и имеет одно из «служебных» распределений. 

Пусть f(К), в случае справедливости нулевой гипотезы, имеет вид, приведенный на рис.8.


Рис. 8. График плотности вероятности f(К) для статистического критерия

.

Очевидное условие нормировки плотности вероятности:
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Хотя график f(К) построен при условии справедливости Н0, далее делается такой логический шаг: говорится, что при малых значениях критерия К нулевая гипотеза не отвергается (при К, меньших некоторого критического значения Ккр.), а при больших  – нулевая гипотеза отвергается. С одной стороны это разумно и понятно: большие значения К при выполнении Н0 должны встречаться редко. С другой стороны – любые значения К могут появиться и при выполнении Н0. Следовательно, интервал значений К, больших критического, это интервал возможных ошибок первого рода (возможность отвергнуть правильную нулевую гипотезу).

Интеграл
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определяет вероятность ошибки первого рода.




Параметр ( называется уровнем значимости критерия К и представляет собой (по смыслу) максимально приемлемую вероятность ошибки первого рода (отклонение верной нулевой гипотезы). Есть еще ошибка второго рода – принять неверную нулевую гипотезу, но ее мы рассматривать не будем. (см. Афифи, Эйзен, с.434; С.Гланц, с.166). Значение параметра ( задается исследователем исходя из его представлений о величине допустимой ошибки первого рода (обычно выбирают (=0.05, или 0.01 или меньше; значения большие, чем 0.05 в серьезных исследованиях использовать не принято). Тогда формула (3) определяет критическое значение используемого критерия Ккр, при превышении которого нулевая гипотеза отвергается. Это значение является 100(1-() – й процентилью для распределения f(К). Следовательно, если окажется, что К0>Ккр. – нулевая гипотеза отвергается. Это решение может оказаться ошибочным с вероятностью не более (. 

Однако для разных уровней значимости (  и для разных видов плотности вероятности f(К) критические значения статистического критерия Ккр будут различными. Поэтому для унификации процедуры проверки гипотез вводят параметр, который называется «р-значение». Это полученная по выборке реальная вероятность ошибки первого рода. Она рассчитывается по формуле:
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Если p – значение оказывается меньше выбранного уровня значимости , то Н0  - отвергается, так как  – это максимально приемлемая вероятность ошибки первого рода, а р – это реальная (вычисленная по выборке) вероятность ошибки первого рода.

При этом справедливо утверждается, что были найдены статистически значимые различия. Если р>  говорят, что статистически значимых различий обнаружено не было. Это, однако, еще не является доказательством реального отсутствия различий, поскольку не исключена возможность ошибки второго рода.

Таким образом, процедура проверки статистических гипотез проводится в четыре этапа:

1. По данным выборки вычисляется статистический критерий К;

2. По величине критерия К вычисляется вероятность ошибки 1-го рода (р-значение);

3. Задается уровень значимости 
4. Из сравнения р и делается вывод об отвержении или не отвержении нулевой гипотезы.

Нулевая гипотеза не отвергается тогда, когда нет убедительных аргументов для ее отклонения. Это очень выгодная позиция. Если наши данные неполны или неоднородны, то мы не отвергнем нулевую гипотезу, поскольку она имеет «презумпцию справедливости». Альтернативная (исследовательская) гипотеза принимается только тогда, когда есть убедительные статистические доказательства, которые отвергают приемлемость нулевой гипотезы. Принятие альтернативной гипотезы представляет более сильную позицию, так как это решение требует убедительных доказательств. 

Заметим, что никогда не говорят об отклонении альтернативной гипотезы, поскольку для этого требуется вычислить вероятность ошибки второго рода, что обычно не делается.

Если провести сравнение с судебной практикой, то можно условно сказать, что нулевая гипотеза утверждает – «невиновен», а альтернативная – «виновен». Если нет доказательств – тогда невиновен (это презумпция невиновности). Невиновен, значит нет достаточных доказательств для осуждения, что, конечно, вовсе не является истинным доказательством невиновности. Мы не должны доказывать отсутствие вины для доказательства невиновности, но мы должны доказать отсутствие невиновности (то есть наличие вины) для доказательства виновности.

Любопытно также сравнить процедуру проверки статистических гипотез с диагностикой различных заболеваний в медицинской практике.

В медицине для характеристики диагностических проб часто используют два показателя: чувствительность и специфичность. Чувствительность - это вероятность положительного результата у больного; она характеризует способность пробы выявлять болезнь. Специфичность - это вероятность отрицательного результата у здорового; можно сказать, что она характеризует способность пробы выявлять отсутствие болезни.

Диагностические пробы и статистические критерии во многом схожи. Диагностические пробы выявляют болезни, критерии значимости выявляют различия. Если мы ошибочно отклоняем нулевую гипотезу, то есть находим различия (или болезни) там, где их нет, то это называется ошибкой 1-го рода. Максимальная приемлемая вероятность ошибки первого рода называется уровнем значимости и обозначается (. Эта величина в медицине определяется критерием специфичности.

Если мы не отклоняем нулевую гипотезу, когда она не верна, то есть не находим различий (или болезней) там, где они есть, то это - ошибка 2-го рода. Ее вероятность обозначается (. Она определяется критерием чувствительности.

Совершение ошибки первого рода побуждает нас к произведению действий, в которых реально нет никакой необходимости (например, лечиться от несуществующей болезни). Совершение ошибки второго рода приводит к бездействию тогда, когда действовать необходимо (например, не лечиться, будучи реально больным). 

Все, что мы узнали об ошибках при проверке гипотез, кратко представлено в таблице 6.1.

Таблица 6.1. Ошибки при проверке статистических гипотез.

	По результатам применения критерия
	В действительности



	
	Различия есть
	Различий нет

	Различия выявлены
	Истинноположительный результат, 1-(
	Ложноположительный результат (ошибка I рода), (

	Различий не выявлено
	Ложноотрицательный результат (ошибка II рода), (
	Истинноотрицательный результат, 1-(


5. Предварительная обработка данных.

4.1. Исключение выбросов.

Любое исследование должно начинаться с точной постановки задачи. Только после этого можно проводить сбор и обработку соответствующих данных. Количество и характер исследуемых величин, качество их измерения, набор исследуемых объектов определяется характером поставленной задачи. Бессмысленно проводить сбор данных при отсутствии четко и однозначно поставленной задачи, поскольку сформировать представительную выборку в этом случае практически невозможно. Собранные данные должны обладать достаточной для проведения анализа полнотой, не содержать пропусков и грубых ошибок. Такие ошибки могут произойти как при измерении (вследствие поломки приборов и т.п.), так и при занесении данных (описки, опечатки). Значения величин, полученные в результате грубых ошибок, как правило, очень сильно выбиваются из ряда других значений соответствующих переменных, поэтому они называются выбросами. Выбросы должны быть исключены из анализа.

Существует несколько способов выявления выбросов. Один из них – построение гистограмм для количественных случайных величин. Для этого всю область значений каждой переменной разбивают на несколько интервалов и вычисляются частоты попадания ее значений в соответствующий интервал, которые и наносятся на график в виде столбцов. Данные, выбивающиеся из общей картины, признаются выбросами. Пример выявления выброса по гистограмме приведен на рис.9. 
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Рис.9 Пример выявления выброса по гистограмме для некоторой случайной величины С.

Если объект характеризуется несколькими количественными случайными переменными, то для выявления и исключения выбросов следует построить также диаграммы рассеяния, откладывая по разным осям значения двух различных величин, характеризующих объект. Пример обнаружения выбросов по диаграмме рассеяния приведен на рис.10.
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Рис.10. Пример выявления выбросов по диаграмме рассеяния для случайных переменных С1 и С2.

* — точки выборки из одной генеральной совокупности;

+ — выбросы.

4.2.Проверка распределения на нормальность.  Критерий хи-квадрат.

Как уже было сказано ранее, использование параметрических методов анализа предполагает, что исследуемые случайные величины распределены по нормальному закону, т.е. плотность вероятности для некоторой величины Х 
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Один из вариантов проверки — критерий согласия хи-квадрат. Пусть имеется выборка из n-наблюдений.  Вычислим  выборочные значения среднего  
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 — ожидаемое число попадания в тот же интервал (вычисляется из предположении о наличии нормального распределения с математическим ожиданием и дисперсией, равными выборочным значениям для f(x)). Следовательно, 
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, где Ni — значение накопительной функции для соответствующего нормального распределения в начале i-го интервала.
Если  верна  нулевая  гипотеза  
[image: image69.wmf]0

H

:  
[image: image70.wmf](

)

)

s

,

X

(

N

X

f

=

,  тогда  статистический критерий


[image: image71.wmf]å

=

-

=

c

k

1

i

i

2

i

i

2

0

F

)

F

ˆ

F

(


при большом  k  распределен по  хи-квадрат с  ( = (k - 3) степенями свободы, а р-значением является  площадь  под  функцией  хи-квадрат справа от точки 
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Следует помнить, что интервалы группировки  надо  выбирать так, чтобы  
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При увеличении k (числа степеней свободы) при заданном 
[image: image79.wmf]2

0

c

 больше вероятность принять нулевую гипотезу  
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4.3 Проверка распределения на нормальность.Критерий Колмогорова-Смирнова.

Недостатком  критерия хи-квадрат является неоднозначность разбиения области наблюдения на интервалы и, следовательно, неоднозначность построения гистограммы и неоднозначность самого  статистического вывода в пограничных ситуациях.  Может оказаться, что при одном способе разбиения нулевая гипотеза о нормальности эмпирического распределения принимается,  при другом — отвергается  (см. по этому поводу:  Гублер, с.67, п.9.4.1).

В этом случае может быть применен критерий Колмогорова—Смирнова. Пусть имеется  n-наблюдений  
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Построим эмпирическую накопительную функцию распределения.
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Рис.11. Эмпирическая и теоретическая функции распределения в методе Колмогорова-Смирнова

Эта функция распределения испытывает скачок, равный  1/n при переходе к любому новому аргументу  Х и имеет форму своеобразных ступенек (см. Рис.11). После этого для каждого Х вычисляется значение теоретической (нормальной) функции распределения с  
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Эмпирическую  функцию распределения  обозначим  
[image: image86.wmf])

x

(

F

ˆ

, а теоретическую — F0(x).

Проверка нулевой гипотезы 
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Если р-значение, соответствующее  D, оказывается меньше  (, нулевая гипотеза о нормальности эмпирического распределения — отвергается. 

При больших n  (n > 100) имеем следующие соответствия:

D > 1.36

P < 0.05

D > 1.63

P < 0.01

При малых n нулевая гипотеза отвергается при меньших значениях D; например, при  n = 9 имеем

D > 1.296

P < 0.05

D > 1.542

P < 0.01 .

Как видно, изменение величины D при изменении числа измерений  n  в принципе незначительно. Чем больше D, тем с большей вероятностью отвергается  H0.

Метод Колмогорова-Смирнова также не лишен ряда недостатков. Так, по нему, одно большое отличие функций распределения всего в одной точке может привести к отвержению нулевой гипотезы, в то время как наличие большого числа малых отклонений к этому не приведет.

4.4 Проверка равенства двух дисперсий.

Как мы рассмотрим далее, некоторые способы проведения расчетов при использовании параметрических методов могут зависеть от того факта, можно ли признать дисперсии двух однотипных нормально распределенных переменных одинаковыми, или нельзя. Поэтому иногда перед началом анализа следует провести проверку гипотезы о равенстве дисперсий.

Если имеются два нормальных распределения 
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 можно проверить с помощью критерия Фишера F. Вычисляется значение 
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Если нулевая гипотеза верна, 
[image: image99.wmf]0

F

 имеет распределение Фишера с 
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 степенями свободы, р-значение определяется как площадь под кривой этого распределения справа от точки 
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