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Постановка проблемы

Вы не пробовали мексиканское вино «Нуэва та»3? Эта фирма поставляет превосходные красные вина, которыми не погнушался бы и француз. Если вы посетите эту прекрасную страну, вы оцените их за цвет, аромат и букет. Национальным напитком Мексики является не вино, а пульке — перебродивший сок особого вида агавы; из другого вида агавы извлекают очень крепкий, но ароматный алкоголь — текилу. Мексиканцы, населяющие определенные области страны, потребляют пульке, но в городах выше ценятся пиво и кока-кола. По мере того как повышается средний доход мексиканца, увеличивается потребление высокосортных вин; поэтому группа финансистов решила пустить в продажу «Нуэва Карта», сделав капиталовложение в 10 млн. песо4.

Таблица 1

Прибыль по зонам Вложения (млн.песо)

	Вложения

(млн. песо)
	Прибыль по зонам

	
	I
	II
	III
	IV

	0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
	0

0.28

0.45

0.65

0.78

0.90

1.02

1.13

1.23

1.32

1.38
	0

0.25

0.41

0.55

0.65

0.75

0.80

0.85

0.88

0.90

0.90
	0

0.15

0.25

0.40

0.50

0.62

0.73

0.82

0.90

0.96

1.00
	0

0.20

0.33

0.42

0.48

0.53

0.56

0.58

0.60

0.60

0.60


Энергичная торговая деятельность должна развертываться в четырех главных городах: Мехико в центре, Монтерэй на северо-востоке, Гвадалахара на севере и Веракрус на юге. Этим четырем городам поставлены в соответствие торговые зоны I, H, III и IV. В каждой из этих зон проведено изучение остояния рынка и найдены кривые математического ожидания прибыли как функции полных капиталовложений (складские помещения, магазины, торговые уполномоченные, реклама и т. д.) (см. табл. 2.1). Следует подчеркнуть, что нахождение таких данных (табл. 2.1) в Мексике столь же трудно, как и в других местах, так что мы предполагаем, что компания «Нуэва Карта» обратилась к выдающемуся специалисту. Итак, пусть данные (табл. 1) даны.

Куда следует вложить 10 млн. песо, с тем чтобы суммарный доход

был максимален?

ВВЕДЕНИЕ

            Данный проект создавался  в рамках учебного курса «Теория информационных систем», как индивидуальное задание, выполняемое студентом самостоятельно. Реализация была произведена в Borland C++ Builder 5, вряд ли это один из наиболее подходящих программных пакетов для реализации данного метода, но специфика этого пакета не наложила негативных отпечатков на алгоритм. Ход решения строился на принципах метода динамического программирования, в полном соответствии с поставленной задачей 

Динамическое программирование

ОПИСАНИЕ
            Метод динамического программирования - один из наиболее мощных и широко известных математических методов современной теории управления, был предложен в конце 50-х годов американским математиком Р. Беллманом и быстро получил широкое распространение. Вскоре стало ясно, что метод динамического программирования тесно связан с классическим методом Гамильтона-Якоби в аналитической механике (для систем с непрерывным временем) и с последовательным анализом Вальда (для систем с дискретным временем). Однако общая и отчетливая формулировка метода динамического программирования, данная Беллманом, а также многочисленные приложения метода к разнообразным проблемам теории принятия решения, экономики, экологии и других областей знания способствовали закреплению этого метода как одного из важнейших инструментов теории управляемых процессов.

МНОГОШАГОВЫЙ ПРОЦЕСС УПРАВЛЕНИЯ

            Пусть есть система, состояние которой в каждый момент времени характеризуется n-мерным вектором x с компонентами x1 , _, xn . Предполагаем, что время t изменяется дискретно и принимает целочисленные значения 0, 1,… Предполагаем, что на каждом шаге на систему оказывается управляющее воздействие при помощи m-мерного вектора управления u с компонентами u1 , _, um . Таким образом, в каждый момент времени t состояние системы характеризуется вектором x(t), а управляющее воздействие - вектором u(t). На выбор управления обычно бывают наложены ограничения, которые в достаточно общей форме можно представить в виде

u(t) k U, t = 0, 1, _

Здесь U - заданное множество в n-мерном пространстве.

Под влиянием выбранного в момент t управления (принятого решения) система переходит в следующий момент времени в новое состояние. Этот переход можно описать соотношением

x(t + 1) = f (x(t), u(t)), t = 0, 1, _

Здесь f (x, u) - n-мерная функция от n-мерного вектора x и m-мерного вектора u, характеризующая динамику рассматриваемой системы. Эта функция предполагается известной (заданной) и отвечает принятой математической модели рассматриваемого управляемого процесса.

Зададим еще начальное состояние системы

x(0) = x0,

где x0 - заданный n-мерный вектор. Процедура расчета конкретного процесса сводится к следующему. Пусть в некоторый момент t состояние системы x(t) известно. Тогда для определения состояния x(t + 1) необходимо выполнить две операции: 1) выбрать допустимое управление u(t); 2) определить состояние x(t + 1) в следующий момент времени. Так как начальное состояние системы задано, то описанную процедуру можно последовательно выполнить для всех t = 0, 1, _ Последовательность состояний x(0), x(1), _ часто называется траекторией системы.

Выбор управления на каждом шаге содержит произвольный характер. Таким образом, можно задать цель управления в виде задачи минимизации или максимизации. Таким образом, появляется задача оптимального управления.

ПРИНЦИП ОПТИМАЛЬНОСТИ

Сформулированный Р. Беллманом принцип оптимальности гласит: отрезок оптимального процесса от любой его точки до конца процесса сам является оптимальным процессом с началом в данной точке.

Принцип оптимальности легко доказывается от противного. Пусть x(t) = x* - некоторая точка оптимальной траектории, то есть состояние системы вдоль оптимального процесса в момент t, 0<t<N. Рассуждая от противного, предположим, что отрезок этого процесса от момента t до момента N не является оптимальным процессом для системы. При начальном условии x(t) = x*. Значит, существуют допустимое управление и соответствующая ему траектория, для которых существует более оптимальный процесс. Наряду с исходным оптимальным процессом x(k), k = 0, 1, _, N, рассмотрим процесс, состоящий из двух участков: исходного процесса x(k) при k =  0, 1, _, t и "улучшенного" процесса при k  = t + 1, _, N. Для этого составного процесса критерий оптимальности будет иметь меньшее значение, чем для исходного процесса, так как сумма первых t слагаемых для составного процесса останется той же, что и для исходного процесса, а сумма остальных слагаемых уменьшится по сравнению с исходным процессом. Данное утверждение означает, что исходный процесс не является оптимальным, а это противоречит сделанному предположению.

Таким образом, принцип оптимальности доказан. Столь простое доказательство наводит на мысль о тривиальности этого принципа. Однако это не так: принцип оптимальности является следствием аддитивности критерия оптимальности (4) и не имеет места в случае неаддитивного критерия, например для критерия, являющегося некоторой функций от критериев вида (4).

МЕТОД ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

           Пусть S(x,t) - минимальное значение критерия качества Jt для оптимального процесса, начинающегося в момент t в точке x(t) = x. Этот процесс можно представить состоящим из двух участков: первого шага, на котором выбирается управление u(t) = u, и остальной части (от момента t + 1 до конца процесса). Вклад в критерий качества первого участка процесса равен R(x, u), а вклад второго участка можно, согласно принципу оптимальности, выразить через введенную выше функцию S в виде S(x(t + 1), t + 1).

     Здесь и далее для определенности надо предположить, что функция S, как и ранее введенные функции непрерывна. Для оптимального процесса, начинающегося в момент t = N, критерий оптимальности сводится к одному последнему слагаемому. Поэтому имеем

S(x, N ) = F (x).

Начальные условия, дают возможность последовательно определить функции S(x, t) при t = N - 1, _ _, 1, 0, а также рассчитать оптимальное управление и оптимальные траектории. Это достигается при последовательной реализации попятной и прямой процедур динамического программирования.

ПОПЯТНАЯ ПРОЦЕДУРА

       При вычислении минимума(максимума)  функции по некоторому аргументу обычно определяются две величины: значение минимума(максимума) и значение аргумента, при котором минимум(максимум) достигается. Это значение, может быть неединственным.

Положим t = N – 1. Вычисляя этот минимум, найдем функцию S(x, N - 1) и значение u, доставляющее данный минимум:

Запись uN - 1(x) означает, что значение u зависит от x как от параметра. Определив S(x, N - 1) и полагая t = N - 2, найдем функцию S(x, N - 2) и соответствующее значение аргумента u = uN - 2(x). Продолжая этот процесс в сторону уменьшения t, получим последовательно функции S(x, t) и

при t = N - 1, N - 2, _, 1, 0. Отметим, что функция ut(x) определяет оптимальное управление в момент t при условии, что система находится в состоянии x. Эта форма задания управления называется управлением по обратной связи.

Таким образом, попятная процедура состоит в построении функций S(x, t) и ut(x) для всех x и t = 0, 1, _, N. Это построение в отдельных случаях может быть выполнено аналитически, но, как правило, является трудоемкой вычислительный процедурой. Ниже мы обсудим вычислительные аспекты, а пока предположим, что эта процедура так или иначе реализована.
ПРЯМАЯ ПРОЦЕДУРА
         Воспользуемся результатами попятной процедуры для решения исходной задачи, то есть для построения оптимального управления и оптимальной траектории при заданном начальном условии.

Полагая t = 0 и x = x0, найдем управление в начальный момент: u(0) = u0(x0). Далее определим состояние x(1) = f (x0, u(0)). Продолжая этот процесс, найдем u(1) = u1(x(1)), x(2) и т.д. Вообще имеем

u(t) = ut(x(t)), x(t + 1) = f (x(t), u(t)),

x(0) = x0, t = 0, 1, _, N - 1.

Эти соотношения определяют прямую процедуру и позволяют полностью рассчитать оптимальное управление и оптимальную траекторию. 

НЕКОТОРЫЕ ОБОБЩЕНИЯ
          Метод динамического программирования используется для исследования и решения задач оптимального управления процессами в условиях неопределенности. Здесь имеются в виду два различных типа проблем. Если неопределенные факторы (внешние воздействия, возмущения, шумы) имеют случайную природу, то для описания процессов управления используется аппарат теории вероятности и случайных процессов. Если же неопределенные факторы связаны с активным противодействием противника или необходимо обеспечить гарантированный результат (застраховаться от возможных наихудших реализаций неконтролируемых возмущений), то применяется аппарат теории игр. Метод динамического программирования используется также для построения оптимальных вычислительных алгоритмов поиска корней и экстремумов функций.
Метод решения 

ВЫБОР МЕТОДА

Для решения поставленной задачи «тупой» перебор, очевидно, не подойдет, поскольку при изменении условий время подсчета может быть весьма большим, и решение задачи может стать недостижимым, по крайней мере в доступные сроки. А такое решение данной проблемы не подходит по условию поставленной задачи, поскольку на данном этапе стоит цель получить наиболее оптимизированное решение. Поэтому ,если в данном случае рассмотреть заданную среду как временную динамическую систему, а сделать это вполне возможно, можно применить принципы динамического программирования. . Если производить сравнение с тривиальным перебором,  когда наилучший результат находится путем полного перебора всех возможных вариантов, то преимущества данного метода очевидны. Количество необходимых переборов снижается на N порядков, где N- количество рассматриваемых зон. Так, при полном переборе общее количество вариантов KN (N – количество рассматриваемых зон, K – количество разнообразных сумм вложения). Откуда видно, что при даже не очень значительном росте N полное количество переборов стремительно возрастает. При использовании принципов динамического программирования, уменьшаются все возможные варианты необходимые для перебора, так при прямой процедуре первые две зоны рассматриваются   уже не как две, а как одна однозначная функция (перебор K2 вариантов), зависимости максимальной прибыли от вложения. А значит на втором шаге количество переборов составит те же K2 вариантов, поскольку рассматривается две (а не три) функции. В конечном итоге, если всего есть N зон, то придется перебрать K2*(N-1). 

