СИСТЕМЫ И МОДЕЛИ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ
В настоящее время появилось большое количество литерату​ры, посвященной непосредственно теории массового обслужива​ния, развитию ее математических аспектов, а также различных сфер ее приложения в человеческой деятельности - военной, ме​дицинской, транспортной, торговле, авиации и др.
Теория массового обслуживания опирается на теорию веро​ятностей и математическую статистику. Первоначальное разви​тие теории массового обслуживания связано с именем датского ученого А. К. Эрланга (1878-1929), с его трудами в области про​ектирования и эксплуатации телефонных станций.
Теория массового обслуживания - область прикладной мате​матики, занимающаяся анализом процессов в системах производ​ства, обслуживания, управления, в которых однородные события повторяются многократно, например, на предприятиях бытового обслуживания; в системах приема, переработки и передачи инфор​мации; автоматических линиях производства и др. Большой вклад в развитие этой теории внесли российские математики А. Я. Хин-чин, Б. В. Гнеденко, А. Н. Колмогоров, Е. С. Вентцель и др.
Предметом теории массового обслуживания является установ​ление зависимостей между характером потока заявок, числом ка​налов обслуживания, производительностью отдельного канала и эффективным обслуживанием с целью нахождения наилучших путей управления этими процессами. Задачи теории массового об​служивания носят оптимизационный характер и в конечном ито​ге включают экономический аспект по определению такого вари​анта системы, при котором будет обеспечен минимум суммарных затрат от ожидания обслуживания, потерь времени и ресурсов на обслуживание и от простоев каналов обслуживания.
В коммерческой деятельности применение математических методов пока не нашло желаемого распространения.

В основном это связано с трудностью постановки задач, от​сутствием достаточно глубокого понимания содержания коммер​ческой деятельности, а также надежного и точного инструмента​рия, позволяющего просчитывать в коммерческой деятельности различные варианты последствий управленческих решений.
Массовое обслуживание в коммерческой деятельности
Природа массового обслуживания, особенно в такой сфере, какой является коммерческая деятельность, весьма тонка и слож​на. Коммерческая деятельность связана с выполнением множе​ства операций на этапах движения товарной массы из сферы про​изводства в сферу потребления. Такими операциями являются погрузка товаров, перевозка, разгрузка, хранение, обработка, фасовка, реализация. Кроме этих операций процесс движения товаров сопровождается большим количеством предварительных, подготовительных, сопутствующих, параллельных и последую​щих операций с платежными документами, тарой, деньгами, ав​томашинами, клиентами и т.п.
Для перечисленных фрагментов коммерческой деятельности характерны массовость поступления товаров, денег, посетителей в случайные моменты времени, затем их последовательное обслу​живание (удовлетворение требований, запросов, заявок) путем выполнения соответствующих операций, время выполнения кото​рых носит также случайный характер. Все это создает неравномер​ность в работе, порождает недогрузки, простой и перегрузки в ком​мерческих операциях. Много неприятностей доставляют очереди, например посетителей в кафе, столовых, ресторанах, водителей автомобилей на товарных базах, ожидающих разгрузки, погруз​ки или оформления документов. В связи с этим возникают задачи анализа существующих вариантов выполнения всей совокупнос​ти операций, например торгового зала супермаркета, ресторана или в цехах производства собственной продукции для целей оценки их работы, выявления слабых звеньев и резервов для разработки в конечном итоге рекомендаций, направленных на увеличение эф​фективности коммерческой деятельности.
Кроме того, возникают другие задачи, связанные с созданием, организацией и планированием нового экономичного, рациональ​ного варианта выполнения множества операций в пределах торгового зала, кондитерского цеха, всего производства ресторана, кафе, столовой, планового отдела, бухгалтерии, отдела кадров и др.
Перечисленные задачи можно успешно решать с помощью методов и моделей специально созданной для этих целей теории массового обслуживания (ТМО). В этой теории поясняется, что обслуживать необходимо кого-либо или что-либо, что определя​ется понятием «заявка (требование) на обслуживание», а опера​ции обслуживания выполняются кем-либо или чем-либо, назы​ваемыми каналами (узлами) обслуживания.
Роль заявок в коммерческой деятельности выполняют това​ры, посетители, деньги, ревизоры, документы, а роль каналов об​служивания - продавцы, администраторы, повара, кондитеры, официанты, кассиры, товароведы, грузчики, торговое оборудова​ние и др. Важно заметить, что в одном варианте, например, повар в процессе приготовления блюд является каналом обслуживания, а в другом - выступает в роли заявки на обслуживание, например, к заведующему производством за получением товара.
Заявки в силу массовости поступления на обслуживание об​разуют потоки, которые до выполнения операций обслуживания называются входящими, а после возможного ожидания начала обслуживания, т.е. простоя в очереди, образуют потоки обслужи​вания в каналах, а затем формируется выходящий поток заявок. В целом совокупность элементов входящего потока заявок, очере​ди, каналов обслуживания и выходящего потока заявок образует простейшую одноканальную систему массового обслуживания - СМО, структурная модель которой представлена на рис. 1.
Под системой понимается совокупность взаимосвязанных и целенаправленно взаимодействующих частей (элементов). При​мерами таких простейших СМО в коммерческой деятельности являются места приема и обработки товаров, узлы расчета с по​купателями в магазинах, кафе, столовых, рабочие места эконо​миста, бухгалтера, коммерсанта, повара на раздаче и т.д.
Процедура обслуживания считается завершенной, когда за​явка на обслуживание покидает систему. Продолжительность интервала времени, требуемого для реализации процедуры обслу​живания, зависит в основном от характера запроса заявки на об​служивание, состояния самой обслуживающей системы и кана​ла обслуживания.
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Рис. 1. Структурная модель одноканальной СМО
Действительно, продолжительность пребывания покупателя в супермаркете зависит, с одной стороны, от личностных качеств покупателя, его запросов, от ассортимента товаров, который он собирается приобрести, а с другой - от формы организации об​служивания и обслуживающего персонала, что может значитель​но повлиять на время пребывания покупателя в супермаркете и интенсивность обслуживания. Например, овладение кассирами-контролерами работы «слепым» методом на кассовом аппарате позволило увеличить пропускную способность узлов расчета в 1,3 раза и сэкономить время, затрачиваемое на расчеты с покупате​лями по каждой кассе, более чем на 1,5 ч в день. Внедрение еди​ного узла расчета в универмаге дает следующие ощутимые пре​имущества покупателю. Так, если при традиционной форме рас​четов время обслуживания одного покупателя составляло в сред​нем 1,5 мин, то при введении единого узла расчета - 67 с. Из них 44 с уходят на оформление покупки в секции и 23 с непосредствен​но на расчеты за покупки при выходе из магазина. Если покупатель делает несколько покупок в разных секциях, то потери вре​мени сокращаются при приобретении двух покупок в 1,4 раза, трех - в 1,9, пяти - в 2,9 раза.
Задачи организации массового обслуживания возникают практически во всех сферах коммерческой деятельности, напри​мер, обслуживание продавцами покупателей в магазинах, обслу​живание посетителей на предприятиях общественного питания, обслуживание клиентов на предприятиях бытового обслужива​ния, обеспечение телефонных разговоров на телефонной станции, оказание медицинской помощи больным в поликлинике и т.д. Во всех приведенных примерах возникает необходимость в удовлет​ворении некоторой потребности большого числа потребителей.
Любой запрос на удовлетворение какой-либо потребности будем называть заявкой. Например, заявками, нуждающимися в обслуживании, являются покупатели в магазинах, заявки на телефонные разговоры, заявки на получение товара и т.д.
Под обслуживанием заявок будем понимать удовлетворение потребности. Обслуживание в приведенных примерах имеет раз​личный характер по своей природе. Однако во всех примерах по​ступившие заявки нуждаются в обслуживании со стороны како​го-либо устройства. В некоторых случаях обслуживание произ​водится одним человеком (обслуживание покупателя одним про​давцом в одной секции магазина), в некоторых - группой людей (обслуживание больного врачебной комиссией в поликлинике), а в некоторых случаях - техническими устройствами (продажа газированной воды, бутербродов автоматами). Совокупность средств, которые осуществляют обслуживание заявок, называет​ся каналом обслуживания.
Если каналы обслуживания способны удовлетворить одина​ковые заявки, то каналы обслуживания называются однородны​ми. Совокупность однородных каналов обслуживания называет​ся обслуживающей системой.
В систему массового обслуживания поступает большое коли​чество заявок в случайные моменты времени, длительность об​служивания которых также является случайной величиной. Пос​ледовательное поступление заявок в систему обслуживания на​зывается входящим потоком заявок, а последовательность зая​вок, покидающих систему обслуживания, - выходящим потоком.
Случайный характер распределения длительности выполне​ния операций обслуживания наряду со случайным характером поступления требований на обслуживание приводит к тому, что в каналах обслуживания протекает случайный процесс, который может быть назван (по аналогии с входным потоком заявок) по​током обслуживания заявок или просто потоком обслуживания.
Заметим, что заявки, поступающие в систему обслуживания, могут покинуть ее и будучи не обслуженными. Например, если покупатель не найдет в магазине нужный товар, то он покидает магазин, будучи не обслуженным. Покупатель может покинуть магазин также, если нужный товар имеется, но большая очередь, а покупатель не располагает временем.
Теория массового обслуживания занимается изучением про​цессов, связанных с массовым обслуживанием, разработкой ме​тодов решения типичных задач массового обслуживания.
При исследовании эффективности работы системы обслужи​вания важную роль играют различные способы расположения в системе каналов обслуживания.
При параллельном расположении каналов обслуживания требование может быть обслужено любым свободным каналом. Примером такой системы обслуживания является расчетный узел в магазинах самообслуживания, где число каналов обслужива​ния совпадает с числом кассиров-контролеров.
На практике часто обслуживание одной заявки осуществля​ется последовательно несколькими каналами обслуживания. При этом очередной канал обслуживания начинает работу по обслужи​ванию заявки после того, как предыдущий канал закончил свою работу. В таких системах процесс обслуживания носит многофа​зовый характер, обслуживание заявки одним каналом называет​ся фазой обслуживания. Например, если в магазине самообслужи​вания имеются отделы с продавцами, то покупатели сначала об​служиваются продавцами, а потом уже кассирами-контролерами.
Организация системы обслуживания зависит от воли чело​века. Под качеством функционирования системы в теории мас​сового обслуживания понимают не то, насколько хорошо выпол​нено обслуживание, а то, насколько полно загружена система обслуживания, не простаивают ли каналы обслуживания, не об​разуется ли очередь.
В коммерческой деятельности заявки, поступающие в систе​му массового обслуживания, выступают с высокими претензия​ми еще и на качество обслуживания в целом, которое включает не только перечень характеристик, исторически сложившихся и рассматриваемых непосредственно в теории массового обслужи​вания, но и дополнительные характерные для специфики ком​мерческой деятельности, в частности отдельных процедур об​служивания, требования к их уровню которые к настоящему вре​мени сильно возросли. В связи с этим необходимо учитывать еще и показатели коммерческой деятельности.
Работу системы обслуживания характеризуют такие показа​тели, как время ожидания начала обслуживания, длина очере​ди, возможность получения отказа в обслуживании, возможность простоя каналов обслуживания, стоимость обслуживания и и в конечном итоге удовлетворение качеством обслуживания, кото​рое еще включает показатели коммерческой деятельности.
Чтобы улучшить качество функционирования системы обслу​живания, необходимо определить, каким образом распределить поступающие заявки между каналами обслуживания, какое коли​чество каналов обслуживания необходимо иметь, как расположить или сгруппировать каналы обслуживания или обслуживающие ап​параты для улучшения показателей коммерческой деятельности. Для решения перечисленных задач существует эффективный метод моделирования, включающий и объединяющий достижения разных наук, в том числе математики.

    
Одноканальная СМО с отказами в обслуживании
Проведем анализ простой одноканальной СМО с отказами в обслужи- вании, на которую поступает пуассоновский поток зая​вок с интенсивностью ( , а обслуживание происходит под действи​ем пуассоновского потока с интенсив- ностью ( . Работу однока​нальной СМО n = 1 можно представить в виде разме- ченного гра​фа состояний рис. 2.
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So - канал обслуживания свободен; S1 - канал занят обслуживанием. 
Рис. 2. Размеченный граф состояний одноканальной СМО
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Запишем систему дифференциальных уравнений Колмогоро​ва для вероятностей состояния по изложенным выше правилам:
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    Откуда получим дифференциальное уравнение для определе​ния вероятности p0(t) состояния S0:
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    Это уравнение можно решить при начальных условиях в предполо- жении, что система в момент t = 0 находилась в состоянии S0, тогда р0(0) = 1, р1(0) = 0. В этом случае решение дифференци​ального уравнения позволяет определить вероятность того, что канал свободен и не занят обслуживанием:
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Тогда нетрудно получить выражение для определения веро​ятности занятости канала:
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Вероятность p0(t) уменьшается с течением времени и в пре​деле при t     ∞ стремится к величине
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а вероятность p1(t) в то же время увеличивается от 0, стре​мясь в пределе при
t    ∞ к величине
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Эти пределы вероятностей могут быть получены непосред​ственно из уравнений Колмогорова при условии
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Функции p0(t) и p1(t) определяют переходный процесс в одноканальной СМО и описывают процесс экспоненциального при​ближения СМО к своему предельному состоянию с постоянной времени    
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, характерной для рассматриваемой системы. С достаточной для практики точностью можно считать, что переходный процесс в СМО заканчивается в течение времени, равного 3( .

Вероятность p0(t) определяет относительную пропускную способность СМО, которая определяет долю обслуживаемых заявок по отношению к полному числу поступающих заявок, в еди​ницу времени. Действительно, p0(t) есть вероятность того, что заявка, пришедшая в момент t, будет принята к обслуживанию. Всего в единицу времени приходит в среднем ( заявок и из них обслуживается 
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 заявок. Тогда доля обслуживаемых заявок по отношению ко всему потоку заявок определяется величиной
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В пределе при t    ∞  практически уже при t > 3( значение относительной пропускной способности будет равно  
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Абсолютная пропускная способность, определяющая число заявок, обслуживаемых в единицу времени в пределе при t     ∞ , равна:
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Соответственно доля заявок, получивших отказ, составляет в этих же предельных условиях
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а общее число необслуживаемых заявок равно 
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 Примерами одноканальных СМО с отказами в обслуживании являются: стол заказов в магазине, диспетчерская автотранспор​тного предприятия, контора склада, офис управления коммерчес​кой фирмы, с которыми устанав- ливается связь по телефону.
Одноканальная СМО с ограниченной длиной очереди
В коммерческой деятельности чаще встречаются СМО с ожиданием (очередью). 
Рассмотрим простую одноканальную СМО с ограниченной очередью, в которой число мест в очереди m - фиксированная величина. Следовательно, заявка, поступившая в тот момент, когда все места в очереди заняты, не принимается к обслуживанию, не встает в очередь и покидает систему. Граф этой СМО представлен на рис. 3, описывающий процесс «рождения-гибели».

Рис. 3. Размеченный граф процесса «рождения-гибели»
Состояния СМО можно представить следующим образом:
S0 - канал обслуживания свободен,
S1 - канал обслуживания занят, но очереди нет,
S2
- канал обслуживания занят, в очереди стоит одна заявка,
S3
- канал обслуживания занят, в очереди стоят две заявки,
………………………………………..
Sm+1 - канал обслуживания занят, в очереди все m мест заня​ты, любая следующая заявка получает отказ.
Для описания случайного процесса СМО можно воспользо​ваться изложенными ранее правилами и формулами. Напишем выражения, определяющие предельные вероятности состояний:
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Выражение для р0 можно в данном случае записать проще, пользуясь тем, что в знаменателе стоит геометрическая прогрес​сия относительно (, тогда после соответствующих преобразований получаем:
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Эта формула справедлива для всех(, отличных от 1, если же ( = 1, то 
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, а все остальные вероятности также равны 
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. Если предполо- жить m = 0, то мы переходим от рас​смотрения одноканальной СМО с ожида-нием к уже рассмотрен​ной одноканальной СМО с отказами в обслуживании. Действи​тельно, выражение для предельной вероятности р0 в случае m = 0 имеет вид:
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Определим основные характеристики одноканальной СМО с ожиданием: относительную и абсолютную пропускную способность, вероятность отказа, а также среднюю длину очереди и сред​нее время ожидания заявки в очереди.
Заявка получает отказ, если она поступает в момент време​ни, когда СМО уже находится в состоянии Sm+1 и, следователь​но, все места в очереди m заняты и один канал обслуживает. По​этому вероятность отказа определяется вероятностью появления состояния Sm +1:
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Относительная пропускная способность, или доля обслужи​ваемых заявок, поступающих в единицу времени, определяется выражением
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абсолютная пропускная способность равна:
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Среднее число заявок Loч стоящих в очереди на обслуживание, определяется математическим ожиданием случайной величины k - числа заявок, стоящих в очереди:
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Случайная величина к принимает следующие только цело​численные значения:
1 – в очереди стоит одна заявка,
2 – в очереди две заявки,
………………………..

m – в очереди все места заняты.
Вероятности этих значений определяются соответствующи​ми вероятностями состояний, начиная с состояния S2. Закон рас​пределения дискретной случайной величины k изображается сле​дующим образом:
	 k
	1
	2
	…
	M

	P1
	P2
	P3
	…
	Pm+1


Математическое ожидание этой случайной величины равно:
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В общем случае при ( (1 эту сумму можно преобразовать, пользуясь моделями геометрической прогрессии, к более удобно​му виду:
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В частном случае при ( = 1, когда все вероятности рk оказы​ваются одинаковыми, можно воспользоваться выражением для суммы членов числового ряда
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Тогда получим формулу
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 (при ρ=1).
Применяя аналогичные рассуждения и преобразования, мож​но показать, что среднее время ожидания обслуживания заявки в очереди определяется формулами Литтла
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Такой результат, когда оказывается, что Точ  ~ 
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 , может по​казаться странным: с увеличением интенсивности потока заявок как будто бы должна возрастать длина очереди и уменьшается среднее время ожидания. Однако следует иметь в виду, что, во-первых, величина Lоч является функцией от ( и ( и, во-вторых, рассматрива- емая СМО имеет ограниченную длину очереди не бо​лее m заявок.
Заявка, поступившая в СМО в момент времени, когда все ка​налы заняты, получает отказ, и, следовательно, время ее «ожида​ния» в СМО равно нулю. Это приводит в общем случае (при ( ( 1) к уменьшению Точ с ростом ( , поскольку доля таких заявок с рос​том ( увеличивается.
Если отказаться от ограничения на длину очереди, т.е. уст​ремить 

m      ∞, то случаи ( < 1 и ( ( 1 начинают существенно раз​личаться. Записанные выше формулы для вероятностей состоя​ний преобразуются в случае ( < 1 к виду
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При достаточно большом k вероятность рк стремится к нулю. Поэтому относительная пропускная способность будет Q = 1, а абсолютная пропускная способность станет равной 
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, следовательно, обслуживаются все поступившие заявки, причем средняя длина очереди окажется равной:
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а среднее время ожидания по формуле Литтла
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В пределе ( <<1 получаем
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, т.е. среднее время ожидания быстро уменьшается с увеличением интенсивности потока обслуживания. В противоположном случае при ( ( 1 оказывается, что в СМО отсутствует установившийся режим. Обслуживание не успевает за потоком заявок, и очередь неограниченно растет со временем (при t      ∞ ). Предельные вероятности состояний поэтому не могут быть определены: при Q=1 они равны нулю. Фактически СМО не выполняет своих функций, поскольку она не в состоянии обслужить все поступающие заявки. Нетрудно определить, что доля обслуживаемых заявок и абсолютная пропускная способность соответ- ственно составляют в среднем ( и (  однако неограниченное увеличение очереди, а следовательно, и времени ожидания в ней приводит к тому, что через некоторое время заявки начинают накапливаться в очереди на неограниченно долгое время.
 В качестве одной из характеристик СМО используют среднее время Tсмо пребывания заявки в СМО, включающее среднее вре​мя пребывания в очереди и среднее время обслуживания. Эта ве​личина вычисляется по формулам Литтла:

а) если длина очереди ограничена -
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или


[image: image43.wmf]μ

2

1

m

μ

q

λ

m

Т

смо

*

+

=

+

=

 (при ρ=1);
б) если очередь не ограничена -
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Этот показатель Т∞ имеет смысл только при ( < 1, поскольку при ( ≥ 1 величина Т∞      ∞ . 

 Одноканальная СМО с неограниченной очередью
 В коммерческой деятельности в качестве одноканальной СМО с неограниченным ожиданием является, например, коммерчес​кий директор, поскольку он, как правило, вынужден выполнять обслуживание заявок различной природы: документы, перегово​ры по телефону, встречи и беседы с подчиненными, представителями налоговой инспекции, налоговой полиции, милиции, това​роведов, маркетологов, поставщиков продукции и решать зада​чи в товарно-финансовой сфере с высокой степенью финансовой ответственности, что связано с обязательным выполнением зап​росов, которые ожидают иногда нетерпеливо выполнения своих требований, а ошибки неправильного обслуживания, как прави​ло, экономически весьма ощутимы. 

В то же время товары, завезенные для продажи (обслужива​ния), находясь на складе, образуют очередь на обслуживание (про​дажу). Длину очереди составляет количество товаров, предназ​наченных для продажи. В этой ситуации продавцы выступают в роли каналов, обслуживающих товары. Если количество товаров, предназначенных для продажи, велико, то в этом случае мы име​ем дело с типичным случаем СМО с ожиданием. Рассмотрим про​стейшую одноканальную СМО с ожиданием обслуживания, на которую поступает пуассоновский поток заявок с интенсивнос​тью X и интенсивностью обслуживания ц. Причем заявка, посту​пившая в момент, когда канал занят обслуживанием, ставится в очередь и ожидает обслуживания. Размеченный граф состояний такой системы приведен на рис. 4.

Количество возможных состояний ее бесконечно: 

So -  канал свободен, очереди нет, к=0 , 

Sl -  канал занят обслуживанием, очереди нет, к=1 ,

 S2 -  канал занят, одна заявка в очереди, к=2 ,
............................................................................
Sk -  канал занят (к-1), заявка в очереди.
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Рис. 4. Граф состояний одноканальной СМО с неограниченной очередью
Модели оценки вероятности состояний СМО с неограничен​ной очередью можно получить из формул, выведенных для СМО с ограниченной очередью, путем перехода к пределу при m     ∞ :
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Следует заметить, что для СМО с ограниченной длиной оче​реди в формуле
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имеет место геометрическая прогрессия с первым членом 1 и зна​менателем р. Такая последовательность представляет собой сум​му бесконечного числа членов при m    ∞. Эта сумма сходится, если прогрессия, бесконечно убывающая при ( < 1, что определя​ет установившийся режим работы СМО, а при ( > 1 очередь при t      ∞ с течением времени может расти до бесконечности.
Поскольку в рассматриваемой СМО ограничение на длину очереди отсутствует, то любая заявка может быть обслужена, поэтому pобс=1, следовательно, относительная пропускная спо​собность Q =pобс =1, соответственно pотк = 0, а абсолютная про​пускная способность А = ( * Q= (. 

Вероятность пребывания в очереди к заявок равна: 
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среднее число заявок в очериди
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среднее число заявок в системе -
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среднее время ожидания обслуживания в очереди -
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среднее время пребывания заявки в системе –
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Если в одноканальной СМО с ожиданием интенсивность по​ступления заявок больше интенсивности обслуживания ( >( , то очередь будет постоянно увеличиваться. В связи с этим наиболь​ший интерес представляет анализ устойчивых СМО, работающих в стационарном режиме при ( < (, ( < 1.
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