Задача по теме «Теория игр»
Текст задачи:

В большом городе открылся новый магазин. Магазин состоит из двух залов А, В и комнаты для видеонаблюдения Т (рис.1.). Конечно, в магазине есть и другие помещения, но нас будут интересовать именно А, В и Т.


[image: image8.bmp]
Рис.1. Расположение помещений в магазине.

В зале А всегда продаются только новинки и постоянно проходят различные распродажи, поэтому в данном зале всегда огромная толпа покупателей. В зале В продаются товары, которые уже не вызывают высокого ажиотажа у покупателей, следовательно толпа намного меньше, чем в зале А.

На беду хозяина магазина, в залы с продукцией повадился ходить вор. Каждый день магазин недосчитывался товара, либо покупатели жаловались на то, что их обокрали. Хозяин, не долго думая, решил нанять полицейских. Как он рассуждал? У меня есть 2 зала и комната с видео наблюдением, значит, мне нужно нанять 3-х полицейских, по одному в каждую комнату. Так он и сделал. Но нанятые полицейские оказались умными  и хитрыми, поэтому решили избрать такую стратегию, при которой вероятность поимки воров будет оптимальной, т.е. при выборе ворами любой стратегии вероятность их поимки будет всегда не меньше заданной.
Решение

Полицейские смогли установить некоторое число вероятностей обнаружения и поимки вора. На основании своего опыта они составили таблицу 1. Если полицейских трое, то они могут находиться вместе или по отдельности в А, В или Т. Легко вычислить полные вероятности задержания вора для случаев всех случаев. Даже если у каждого полицейского будет своя таблица вероятности поимки вора, т.к. не все обладают одинаковым вниманием и смекалкой.

Таблица 1
	
	Один вор

	Один полицейский
	
	A
	B

	
	T
	0,3
	0,5

	
	A
	0,4
	0,2

	
	B
	0,1
	0,7


Сгласно теореме полной вероятности мы можем вычислить вероятность для каждого случая

pTТТ= pT + pT  + pT  - pT ∙ pT ∙ pT  = 3 pT - pT3
pTАA= pT + pA +  pA - pT ∙ pA∙ pA и т.д.

В пакете MathCad с помощью функции рассчитываем значения полных вероятностей:
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Таблица 2

	
	A
	B

	ТТТ
	0.873
	1.375

	ТТА
	0.964
	1.150

	TTB
	0.691
	1.525

	TAT
	0.964
	1.150

	TAA
	1.052
	0.880

	TAB
	0.788
	1.330

	TBT
	0.691
	1.525

	TBA
	0.788
	1.330

	TBB
	0.497
	1.655

	ATT
	0.964
	1.150

	ATA
	1.052
	0.880

	ATB
	0.788
	1.330

	AAT
	1.052
	0.880

	AAA
	1.136
	0.592

	AAB
	0.884
	1.072

	ABT
	0.788
	1.330

	ABA
	0.884
	1.072

	ABB
	0.596
	1.502

	BTT
	0.691
	1.525

	BTA
	0.788
	1.330

	BTB
	0.497
	1.655

	BAT
	0.788
	1.330

	BAA
	0.884
	1.072

	BAB
	0.596
	1.502

	BBT
	0.497
	1.655

	BBA
	0.596
	1.502

	BBB
	0.299
	1.757


Сразу видно, что в таблице 2 есть повторяющиеся строки. Как пример строка TAA и AAT. Если бы у каждого полицейского была своя таблица вероятностей, то в строки не повторялись бы (ну конечно, если бы вероятности в таблицах были разные)
Таким образом, получается вся таблица 2, где 52 возможным ситуациям приписаны соответствующие вероятности задержания вора. Ставится следующая задача: какие частоты своего пребывания в А, В и Т должны избрать полицейские?

, полицейские имеют бесконечное множество стратегий, если называть стратегией набор частот

x1, x2, x3,…, x26,

т. е. 6 неотрицательных чисел, дающих в сумме 1 и представляющих разделение времени по различным комбинациям мест наблюдения

ТТТ, ААА, ..., ТВА, АВА.

Можно также представить себе, что вор, обеспокоенный рассудительностью полицейских, пожелает выбрать и свою стратегию

y1, y2.
Эта стратегия представляет собой пару неотрицательных чисел, сумма которых равна 1, представляющих распределение их времени между сулящими выгоду визитами в A или в В.

Очевидно, что частоты x1, x2, x3, …, x27 с одной стороны, и частоты y1, y2 - с другой, должны соответственно составлять секрет для каждой группы противников. Удобно даже, чтобы последовательные решения одних и других были бы случайными и принимались бы либо выниманием шаров из урны, либо с помощью любой другой подходящей процедуры, позволяющей принять во внимание избранные частоты; в противном случае, какая удача выпала бы ворам или какое несчастье бы их постигло в зависимости от того, сумели они раскрыть последовательность перемещений полицейских или же, наоборот, полицейские угадали их собственную стратегию!

Предположим, однако, что и полицейские и воры в равной степени умны и осторожны. Полицейские ищут стратегию (x1, x2, x3, …, x27), такую, чтобы обеспечить задержание вора по крайней мере с вероятностью g независимо от поведения воров. Аналогично, воры ищут стратегию (y1, y2), такую, чтобы вероятность их задержания не превышала бы g (т. е. той же величины, что и выше), как бы ни действовали полицейские. Таким образом, устанавливается равновесие между личностями умными и осторожными; это как раз то, что в действительности обычно и происходит.

Как получить частоты x1, x2, x3, …, x27 и y1, y2, дающие оптимальные стратегии? Легко констатировать, что эти частоты и общий предел g должны удовлетворять следующим соотношениям:

	Соотношения для полицейских
	Соотношения для воров

	x1 + x2 + x3 + … + x27 = 1

(сумма частот равна 1)

0.873x1 + 0.964x2 + …+ 0.299x27 ≥ g
(полицейские хотят гарантировать себе по меньшей мере g, если воры приходят только в А)

1.375x1 + 1.150x2 + …+ 1.757x27 ≥ g
(полицейские хотят гарантировать себе по меньшей мере g, если воры приходят только в В)
	y1 + y2 = 1

0.837y1+1.375y2 ≤ g – полицейские в ТТТ
0.964y1+1.150у2 ≤ g – полицейские в ТТА
……………………………….

0.299y1+1.7572 ≤ g – полицейские в ВВВ


	Все переменные заключены между 0 и 1, включая граничные точки.



Из-за большого числа переменных уравнения и неравенства для полицейских трудно разрешимы; зато неравенства для воров, которые содержат только две переменные, легко решить графическим методом (рис. 2). Подставим y2=1 – y1  во все неравенства стратегии воров, рассматривая их как уравнения.

Тогда

0.837y1+1.375y2 =g

0.964y1+1.150у2=g

……………………….

0.299y1+1.7572 ≤ g

0 ≤ y1 ≤ 1
В таком случае у нас получится система уравнений с одной переменной. Нарисуем графики 3-х уравнений (всего прямых будет 27). 
[image: image1][image: image3.png]



Рис. 2 График прямых (стратегий воров) в системе координат gOy

В MathCad с помощью функции
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находим точки, лежащие на прямых.

Из них выбираем те, которые входят в нижнюю границу заштрихованной области.
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И находим минимум:
g = 1.01

Зная минимум, мы можем найти его координаты, у0 и у1
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Получаем, что y0=0.75, а y1=0.25

Для определения оптимальной стратегии полицейских нужно принять без доказательства
 два основных факта теории стратегических игр двух лиц:

1) существует единственное число g, которое является одновременно верхней границей выигрыша для воров и нижней - для полицейских.

2) каждому неравенству для одной стороны, которое в оптимальном решении оказывается строгим неравенством, соответствует для противника переменная, равная нулю 

Здесь оптимальное решение соответствует пересечению прямых (2) и (10); неравенства (2) и (10) для этого оптимального решения превращаются в равенства, что невозможно для остальных неравенств; отсюда заключаем, что переменные x1, x2, x3, …, x27, кроме х2и х10, должны быть равны нулю.
Подставляем все значения в функцию
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В функции выполняется проверка на дубли, т.к. если при получившихся стратегиях  вероятности равны, в результате вычислений в знаменателе может получиться ноль. Если такое все таки произошло, то первое значение приравнивается к 1, а на месте второго пишется «Dubl’».
Вывод

Так как различие в стратегиях x2 и х10 в том, кто из полицейских в какой комнате будет проводить время, то возможно предположить. что, если 1-й и 2-й полицейских будут проводить 100 % времени в Т и 3-й  – в А, либо если 1-й полицейский будет все время ходить по комнате А, а 2-й и 3-й - наблюдать за магазином из комнаты Т, то вероятность захватить вора будет всегда равной 1,01, какую бы стратегию ни выбирали воры. Последние, выбирая стратегию «красть в 3 из 4 случаев  в А и 1 раз из 4 в В», будут уверены, что вероятность их задержания не превзойдет 1,01, какую бы стратегию ни выбирали полицейские.

Данную задачу можно использовать для расчета стратегий, когда вероятности обнаружения вора для каждого полицейского свои.
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Очень густая толпа
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Менее густая толпа








�  Полное доказательство можно найти в любой работе по теории стратегических игр.
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