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Перечень условных обозначений символов, единиц и терминов

	0111b
	· суффикс «b» означает число, записанное по основанию 2 — двоичное число;

	0ABCh
	· суффикс «h» означает число, записанное по основанию 16 — шестнадцатиричное число;

	111.
	· суффикс «.» означает число, записанное по основанию 10 — десятичное число;

	N1..N2
	· диапазон целых чисел от N1 до N2;

	[X1..X2)
	· интервал чисел от X1 до X2, X1 принадлежит интервалу, X2 – не принадлежит;


 Введение
Системы – сложные устройства со множеством внутренних связей-взаимодействий. Многие системы призваны выполнять некие последовательности операций, например, сборочное производство. Эти последовательности содержат сотни и тысячи операций, некоторые из которых можно выполнять в произвольной последовательности, а другие требуют жесткого порядка. Возникает проблема отыскания допустимой последовательности операций.  

Данная лабораторная работа рассматривает один из алгоритмов упорядочения последовательности действий при заданных ограничениях, а именно, проблему допустимой последовательности операций.
Ниже изложена простейшая теория и алгоритм Фаулкса [
].
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1. 
Алгоритм Фаулкса и его приложения
1.1. Постановка проблемы 
На днях мы посетили нашего друга Фреголи, хорошо известного в Мексике, и спросили у него, не мог бы он раскрыть нам секрет, который сделал его замечательным циркачом, неизменно любимым детьми и даже взрослыми. В самом деле, известно, что Фреголи может полностью сменить одежду в рекордное время. «Речь идет не о секрете, — сказал он нам, — а о логическом методе одевания и раздевания, переданном мне моими предками». И как хорошо воспитанный человек он счел возможным добавить: «Несомненно, математика, которая является вашей профессией, позволила бы вам представить себе усилия, которых потребовало от моего прадеда решение подобных задач».

Быть может, читатель будет удивлен этим утверждением. Избавим его от сомнений. Если математика прошлого действительно позволяла подсчитать количество комбинаций, которые нужно испробовать для того, чтобы одеться или раздеться по возможности наиболее удобным способом, то математика сегодняшнего дня позволяет определить лучшую (или лучшие) среди этих комбинаций. Предположим для простоты, что, когда наш друг Фреголи собирается сменить одежду, он не снимает белья — ни рубашки, ни кальсон. Тем не менее, чтобы предстать в обличье денди, ему все еще остается напялить на себя целую форму, содержащую брюки, жилет, пиджак, галстук, пальто, носки, ботинки, перчатки, а затем взять в руку трость с серебряным набалдашником.

Посмотрим, что он может сделать по крайней мере с восемью первыми предметами; при этом любой согласится с тем, что:

1) взять свою трость он сможет в последнюю очередь,

2) ему остается исследовать самое большее

8! = 8 ∙ 7 ∙ 6 ∙ 5 ∙ 4 ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1 = 40 320

возможностей, из которых на самом деле большое количество отпадает вследствие невозможности надеть пальто раньше пиджака, пиджак раньше жилета и т. д.
1.2. Идея алгоритма Фаулкса
Итак, попытаемся найти путь в этом лабиринте, устанавливая возможные иерархии между различными частями одежды.
Для простоты записи мы обозначим их буквами:
А — брюки, В — жилет, С — пиджак, D — галстук, Е — пальто, F — носки, G — обувь, H — перчатки.

Мы уверены, что наш друг при всей своей ловкости не сможет, например, надеть жилет позже пиджака; мы выразим это необходимое условие обозначением
В < С
(что можно читать как «В предшествует C»). Зато ему безразлично, надеть ли прежде жилет или галстук, что запишется в виде
[image: image1]
В >< D.
Наконец, мы считаем почти немыслимым, чтобы он не обулся немедленно после того, как надел носки; отсюда напрашиваются общие обозначения
F |< G
(F непосредственно предшествует G).

Подытожим подобные соотношения различных типов, допускаемые нашей задачей:

А < В, D, G; 
В < С;
В >< D, F;
H >< E;

С < Е;
D < С, Е;
F |< G;
G < С, H.

Эти соотношения могут выражаться рисунком или графом, о чем мы уже говорили.

Граф, сам по себе, может быть представлен матрицей, если условиться обозначать единицей все реализуемые связи буквы, стоящей в строке, с буквой, указывающей столбец.

Матрица 1
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H

	A
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	0

	B
	0
	1
	1
	1
	0
	1
	0
	0

	C
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0

	D
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0

	E
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1

	F
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0

	G
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	1

	H
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1



[image: image2.png]



Рис. 16.1.
Теперь мы хотим определить, существует ли такой путь между какой-нибудь буквой, служащей входом, и какой-нибудь буквой, служащей выходом, который дал бы возможность нашему другу Фреголи одеться, не нарушая выписанных выше соотношений.
Чтобы справиться с этой задачей, выполним довольно специфическую операцию — умножение матрицы М (матрицы 1) на себя, заменяя, однако, обычную арифметическую сумму булевой суммой элементов.
Мы не будем останавливаться на обсуждениях по поводу булевой суммы, таблицу которой мы приводим ниже и которая была предметом специального исследования в гл. 11:

	+
	A
	B
	A + B

	
	0

0

1

1
	0

1

0

1
	0

1

1

1


Таким образом, член произведения, расположенный в третьей клетке первой строки, является произведением строки A на столбец C и равен 1, если рассматривать булеву сумму элементов
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Мы видим, что полученная матрица, которую мы обозначим
через М[2], будет содержать только нули и единицы. Так же будет обстоять дело и с М[4]. 
	М[2] = М( М =
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H

	
	A
	1
	1
	(1)


	1


	
	(1)


	1


	(1)



	
	B
	
	1
	1


	1


	(1)


	1


	(1)


	

	
	C
	
	
	1


	
	1


	
	
	(1)



	
	D
	
	1


	1


	1


	(1)


	(1)


	
	

	
	E
	
	
	
	
	1


	
	
	1



	
	F
	
	1


	(1)


	(1)


	
	1


	1


	(1)



	
	G
	
	
	1


	
	(1)


	
	1


	1



	
	H
	
	
	
	
	1


	
	
	1




Единицы, обозначенные (1), не входили в М и составляют часть М[2].

	М[4]= М[2]( М =
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H

	
	A
	1
	1
	1
	1
	(1)
	1
	1
	1

	
	B
	
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	(1)

	
	C
	
	
	1
	
	1
	
	
	1

	
	D
	
	1
	1
	1
	1
	1
	(1)
	(1)

	
	E
	
	
	
	
	1
	
	
	1

	
	F
	
	1
	1
	1
	(1)
	1
	1
	1

	
	G
	
	
	1
	
	1
	
	1
	1

	
	H
	
	
	
	
	1
	
	
	1


Из матрицы М[4] видно, что A является элементом, за которым может следовать (прямо или косвенно) любой другой, но которому никакой элемент не может предшествовать.
	М[8]=
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H

	
	A
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	B
	
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	C
	
	
	1
	
	1
	
	
	1

	
	D
	
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	E
	
	
	
	
	1
	
	
	1

	
	F
	
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	G
	
	
	1
	
	1
	
	1
	1

	
	H
	
	
	
	
	1
	
	
	1


Для вычисления М[8] нет надобности сохранять столбец и строку A в М[4]; мы получаем М′[8], относительно которой легко заметить, что она в точности равна соответствующей части М[4].
В этих условиях мы должны, согласно алгоритму Фаулкса
, прекратить наши операции. Перестановкой строк и столбцов матрицу М[4] можно представить в форме М[4]; это означает, что задача порождает пять упорядоченных подграфов.
	М[4]=
	
	A
	F
	B
	D
	G
	C
	E
	H

	
	A
	1


	1


	1


	1


	1


	1


	1


	1

	
	F
	0


	1


	1


	1


	1


	1


	1


	1

1



	
	G
	0


	1


	1


	1


	1


	1


	1


	1



	
	E
	0


	1


	1


	1


	1


	1


	1


	1



	
	H
	0


	0


	0


	0


	1


	1


	1


	1



	
	D
	0


	0


	0


	0


	0


	1


	1


	1



	
	C
	0


	0


	0


	0


	0


	0


	1


	1



	
	B
	0


	0


	0


	0


	0


	0


	1


	1




Это множество обладает одним и только одним гамильтоновым путем
, которым является путь ADBFGCEH. Последнее означает, что наш друг Фреголи обладает одним и только одним способом одеться, как денди. Этот способ состоит в том, чтобы одеваться в таком порядке: галстук, жилет, носки, ботинки, пиджак, пальто, перчатки.

Некоторые аналогичные задачи могут привести к нескольким решениям; так, если бы в приведенном примере мы имели D 
[image: image4] F, то существовало бы дополнительное решение ABDFGCEH.
Хотя мы описали алгоритм Фаулкса на столь забавном примере, ясно, что он может быть также использован при решении гораздо более серьезных задач.

Задачи о назначении в промышленности, например, могут носить такой же комбинаторный характер: речь может идти о выполнении некоторого числа операций на различных машинах; при этом на порядок этих операций могут быть наложены условия с помощью связей типа <, 
[image: image5] или |<. Когда имеется много машин и много операций, единственность решения встречается

[image: image6.png](@




Рис. 16.2.
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Рис. 16.3. 

редко. В этих условиях остается выбрать, согласно определенному критерию (в качестве которого могут выступать затраты или длительность процесса), лучший из возможных порядков, даваемых решениями задачи.
Отметим, что ограничение непосредственного предшествования F |< G в исходной матрице никак не отличается от ограничеия предшествования F < G. Алгоритм Фаулкса не учитывает ограничения непосредственного предшествования и эти ограничения должны проверяться дополнительно на окончательном решении.
1.3. Алгоритм Фаулкса

Рассмотрим шесть операций: А, В, С, D, E, F, между которыми существуют следующие соотношения:

А < В; В |< С; С <D; Е < D; F < D


A < D; В < D; F < E

A 
[image: image8] F; B 
[image: image9] E
B 
[image: image10] F

Цель задачи состоит в том, чтобы найти (если это возможно) пути, проходящие один и только один раз через каждую из точек и удовлетворяющие написанным соотношениям: это гамильтоновы пути.
		A
	B
	C
	D
	E
	F

	A
	1

	1

	0

	1

	0

	1


	B
	0

	1

	1

	1

	1

	1


	C
	0

	0

	1

	1

	0

	0


	D
	0

	0

	0

	1

	0

	0


	 E
	0

	1

	0

	1

	1

	0


	F
	1

	1

	0

	1

	1

	1
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Рис. 16.4.


Исследование графа, изображенного на рис. 16.4, показывает, что точка D есть безусловно конечная точка каждого гамильтонова пути (если таковой существует), ибо никакая дуга не имеет эту точку своим началом, тогда как дуга, исходящая из любой другой точки, достигает точки D.
Это свойство выражается наличием единиц во всем столбце D и нулей во всей строке D (очевидно, за исключением их пересечения).

Может наблюдаться и обратная ситуация: если для некоторой точки вся строка состоит из единиц и весь столбец, за исключением пересечения, состоит из нулей, эта точка является началом каждого гамильтонова пути (если таковой существует).
Матрицу графа можно упростить, вычеркивая предварительно все пары строк и столбцов, которым необходимо соответствует либо начало, либо конец каждого гамильтонова пути.
Так, в настоящем случае строка и столбец D могут быть заранее опущены; мы получаем матрицу М′. Образуем элементарные произведения элементов какой-нибудь строки (например, строки А) на элементы какого-нибудь столбца (скажем, С), как если бы мы хотели вычислить М′[2].
	
	A
	B
	C
	E
	F

	A
	1


	1


	0


	0


	1



	B
	0


	1


	1


	1


	1



	C
	0


	0


	1


	0


	0



	 E
	0


	1


	0


	1


	0



	F
	1


	1


	0


	1


	1




Элементарные произведения в порядке их следования таковы: 

а) 1 · 0=0; б) 1 · 1 = 1; в) 0 · 1=0; г) 0 · 0=0; д) 1 · 0=0. Проследим, что они означают. Пусть мы хотим отправиться из A в С.

Тогда:

а) не существует прямого пути из A в C;

б) существует прямой путь, идущий из A в B, и путь из B в C; следовательно, имеется путь длины 2 из A в C;

в) не существует прямого пути из A в C;


г) нет прямого пути из A в E и также нет пути из E в C; 

д) есть прямой путь из A в F, но нет никакого пути из F в С.

Таким образом, мы получили все пути из A в C длины меньшей или равной 2.

Так как мы ищем пути, связывающие различные точки графа, то вместо образования арифметической суммы, как в обычном матричном произведении, мы составим булеву сумму.

Таким образом, мы приходим к матрице М′[2], все единицы которой обозначают существование путей длины меньшей или равной 2, а нули — их отсутствие.
	М′[2]=
	
	A
	B
	C
	E
	F

	
	A
	1


	1


	1


	1


	1



	
	B
	1


	1


	1


	1


	1



	
	C
	0


	0


	1


	0


	0



	
	 E
	0


	1


	1


	1


	1



	
	F
	1


	1


	1


	1


	1




Из матрицы М′[2] мы заключаем, что точка C необходимо является крайней точкой гамильтонова пути, если таковой существует. Опять отбрасываем строку и столбец C, откуда получаем
	М′′[2]=

	
	A
	B
	E
	F

	
	A
	1


	1


	1


	1



	
	B
	1


	1


	1


	1



	
	 E
	0


	1


	1


	1



	
	F
	1


	1


	1


	1




	 М′′[3]=
	
	A
	B
	E
	F

	
	A
	1


	1


	1


	1



	
	B
	1


	1


	1


	1



	
	 E
	1


	1


	1


	1



	
	F
	1


	1


	1


	1




Точно так же, как мы, вычислив М′′[2], нашли пути длины меньшей или равной 2, найдем пути длины меньшей или равной 3, вычисляя М′′[3]. Матрица М′′[3] содержит только единицы; это доказывает существование путей длины меньшей или равной 3 между всеми точками ABEF, взятыми по две.

В частности, можно идти из E в A через B и F. Вычислять М′′[4], которая, очевидно, содержит только единицы, уже нет смысла.
Вообще, когда вычисляют последовательные символические степени М, можно остановиться на том n, для которого
М[n+1]= М[n],

ибо это означает, что в М не существует пути, длина которого превышает п. Матрица М[3], полученная возвращением на место строк и столбцов C и D , может быть перегруппирована таким образом, чтобы все нули были расположены под главной диагональю, а единицы — над ней.
Квадратные матрицы, состоящие из единиц, опирающихся на главную диагональ, образуют классы эквивалентности относительно закона: точка X связана с точкой Y и обратно
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	A
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	B
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	C
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	D
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	E
	0
	0
	0
	0
	1
	1

	F
	0
	0
	0
	0
	0
	1


Например, А связана с E через B или через F или же через F и B; Е связана с A через B и F. Мы упростим исходный граф, разбив его на классы. Определение единственного гамильтонова пути AFEBCD становится совсем простым (рис. 16.5).
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Рис. 16.5.

Возвращаясь к задаче Фреголи, которую мы решили выше, мы устанавливаем, что вычисление М[2] дало нам пути длины ≤ 2, вычисление М[4] — пути длины ≤ 4. Если бы мы вычислили М[7], мы имели бы пути длины ≤ 7; в действительности мы вычислили М[8], которая дает все пути, ибо каждый путь длины больше 7 проходит два раза через одну точку. Мы констатировали совпадение М[8] и М[4].
Затем мы нашли классы эквивалентности, представляя М[4] в форме ABDFGCEH; в частности, BDF и ЕН образуют классы эквивалентности.

Замечание. Очевидно, что когда записывают отношения порядка (как, например, отношения предшествования) в некотором множестве, алгоритм Фаулкса представляет собой один из методов выяснения их совместности (поскольку не должно существовать цикла). Он позволяет, кроме того, найти все отношения порядка между двумя элементами, которые выводятся из предположений в силу транзитивности отношения порядка (из А < В и В < С следует, что А < С, хотя это отношение не было явно выражено ранее).

Только тогда, когда между точками нет связи в виде отношения, можно вводить законно отношение индифферентности ><. 

Зато на практике часто приходится иметь дело с соотношением частичного упорядочения, допускающим циклы. В этом случае этот алгоритм дает нам метод, хорошо приспособленный для решения задачи.

2. Задания для самостоятельного выполнения
2.1. Общие замечания
Задание лабораторной работы выполняется индивидуально. Варианты помеченные звездочкой имеют повышенную сложность и могут выполняться группой до 2-х человек. 
Варианты помеченные звездочкой дают право на освобождение от экзамена (при полном выполнении) или на освобождение от одного вопроса на экзамене (при частичном выполнении). Уровень ( полное/частичное выполнение ( определяет преподаватель.

Для выполнения лабораторной работы вам необходимо:
1) Ознакомиться с теорией главы 1.
2) Ознакомиться с приложенной программой-решением задачи Фаулкса.
3) Выполнить задание к лабораторной работе.

4) Написать и сдать отчет. 
2.2. Варианты заданий

Вариант 1 (стандартный)

Разработать способ формального ввода  (записи) ограничений следования операций, см. пункт 1.2, в удобном для человека виде.

Разработать программу преобразования ограничений следования операций в матрицу Фаулкса.
Решить задачу Фаулкса для следующих условий:

1) Обозначим буквами операции: А, В, С, D, Е, F, G, H, I.

Ограничения: А < В, D, С; В < С; В >< D, F; С < Е; D < С, Е, H; F |< G; G < С, H; I < C. 

Найти допустимую последовательность операций и нарисовать граф.

2) Обозначим буквами операции: А, В, С, D, Е, F, G, H.

Ограничения: А > В, D, С; В < С; В >< D, F; С < Е; D < С, Е, H; F |< G; G < С, H. 
Найти допустимую последовательность операций и нарисовать граф.
3) Обозначим буквами операции: А, В, С, D, Е, F, G, H.

Ограничения: А > В, D, С, H; В < С; В >< D, F; С < Е; D > С, Е, H; F |< G; G < С, H. 

Найти допустимую последовательность операций и нарисовать граф.
4) Обозначим буквами операции: А, В, С, D, Е, F, G, H, I.

Ограничения: А > В, D, С; В < С; В >< D, F; С < I; D > С, Е, H; F < G; G > С, H. 

Найти допустимую последовательность операций и нарисовать граф.
Вариант выбирается так: 
первый, пятый, девятый, тринадцатый и т.д. по списку группы решает 1) вариант; 
второй, шестой, десятый, двенадцатый и т.д. по списку группы решает 2) вариант; 
и т.д.

Дополнительно:
1) Классифицировать данную систему в соответствии с теорией систем (курсом лекций).

2) Указать для данной системы: множество входов, множество выходов, множество глобальных состояний.

3) Записать реакцию системы (либо выходную функцию).

Вариант 2*

1. Разработать и описать алгоритм для построения всех допустимых последовательностей операций для результирующей матрицы алгоритма Фаулкса.

2. Создать автоматизированную систему (программу) вычисления по предложенному алгоритму.
ВНИМАНИЕ!!! Самодельные реализации принимаются только в MathCAD. 
0

 SEQ  QUOTE "" "пункт" "!null" 
!null
\r0\h 

 SET _h_null "" 
 

 SEQ _!IDпункт\h\r0 

 REF _п_36644320810185 1 SET _п_36644320810185 " "1 REF  1 QUOTE "_h_глава" 
_h_1глава
 _h_null 
_h_1глава
 
1
." "Пропущен номер предыдущего уровня: 1. Глава! Вставьте его и нажмите клавиши: [Ctrl]+A, [F9]. " 
1.

 SEQ  пункт   SEQ !_п_ \h 

1" 
1 IF 0 <>  "1 REF  1 QUOTE "_h_глава" 
_h_1глава
 _h_null 
_h_1глава
 
1
." "Пропущен номер предыдущего уровня: 1. Глава! Вставьте его и нажмите клавиши: [Ctrl]+A, [F9]. " 
1.

 SEQ  пункт   SEQ !_п_ \h 

2

 SET 1 QUOTE "_h_пункт" 
_h_1пункт
 "1.2" 
1.2
 
1.2
. " 
1.2. 
Оформление результатов работы

Вы должны представить письменный отчет (один на группу) по выполненной работе (10(20 страниц, не считая листингов программы — листинги рекомендуется не печатать) и работоспособный код программы. Отчет должен быть оформлен в соответствии со стандартом [
].

Отчет должен состоять из следующих частей:

1) титульный лист;

2) введение;

3) основная часть (может состоять из нескольких глав);

4) заключение;

5) список использованных источников.

Отчет должен содержать:

1) краткий обзор математических алгоритмов сжатия информации, при​вет​ству​ется описание алгоритмов не упомянутых в данных методических указаниях;

2) описание проблем, с которыми вы столкнулись при написании программы, и их решений;

3) подробное описание вашего кода и наиболее интересных решений, использованных в нем;

4) описание результатов сравнения эффективности работы вашего и предоставленного вам готового кода.

Работоспособный код вашей программы представляется в виде исходного файла (файлов) программы на дискете. Распечатывать полный листинг не нужно.

0

 SEQ  QUOTE "" "пункт" "!null" 
!null
\r0\h 

 SET _h_null "" 
 

 SEQ _!IDпункт\h\r0 

 REF _п_366443209375 1 SET _п_366443209375 " "1 REF  1 QUOTE "_h_глава" 
_h_1глава
 _h_null 
_h_1глава
 
1
." "Пропущен номер предыдущего уровня: 1. Глава! Вставьте его и нажмите клавиши: [Ctrl]+A, [F9]. " 
1.

 SEQ  пункт   SEQ !_п_ \h 

3" 
1 IF 0 <>  "1 REF  1 QUOTE "_h_глава" 
_h_1глава
 _h_null 
_h_1глава
 
1
." "Пропущен номер предыдущего уровня: 1. Глава! Вставьте его и нажмите клавиши: [Ctrl]+A, [F9]. " 
1.

 SEQ  пункт   SEQ !_п_ \h 

4

 SET 2 QUOTE "_h_пункт" 
_h_2пункт
 "1.4" 
1.4
 
1.4
. " 
1.4. 
Прием зачета по результатам работы

Зачет принимается в форме обсуждения отчета о выполнении лабораторной работы и программы с членами группы, представившей отчет. При обсуждении отчета каждый из членов группы должен продемонстрировать:

1) Знание основ теории.

2) Знание устройства и взаимодействия частей представленного и/или своего кода программы.

3) Умение компилировать код и запускать программу.

4) Умение модифицировать свой код программы и способность объяснить назначение (функции) отдельных частей кода программы.

5) Умение интерпретировать результаты сравнения работы своего и предоставленного вам готового кода.

Заключение

В результате выполнения этой работы:

1) Вы сможете лучше понять что такое упорядочение.

2) Ознакомитесь с примерами методов упорядочения при наличии ограничений.

3) Получите практический навык использования алгоритма Фаулкса.

4) Получите практические навыки разработки и кодирования алгоритмов.

Любые улучшения алгоритма будут учитываться как дополнительная заслуга при сдаче зачета. Улучшения должны быть работающие, голые идеи не в счет.

Список использованных источникоВ



















































































































� Этот алгоритм изложен во второй части этой главы.


� Путь, проходящий один и только один раз через все точки данного графа.


* Варианты помеченные звездочкой имеют повышенную сложность и могут выполняться группой в 2 человека.
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