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2. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ В УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ В ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ С ИЕРАРХИЕЙ

Вступление. Исследование сложных социальных, экономических, экологических систем [1], [2] и построение соответствующих математических моделей оптимального управления требует проведения системного анализа рассматриваемой проблемы [3], использования методов построения многоуровневых иерархических систем [4], [5], методов оптимального управления [6], [7], [8]. Примеры создания систем данного класса применительно к эколого-экономическим системам рассмотрены в [4], [9], [10]. В основе математических моделей рассматриваемого класса систем лежит многоуровневая иерархическая система управления, в которой задачи, решаемые на различных уровнях иерархии, содержат отдельные группы управляющих параметров. Решение общей задачи управления основывается на гипотезах о поведении (стратегии) для каждого уровня системы. В данном случае часто возникает проблема, когда отсутствие точной информации о ключевых параметрах, характеризующих состояние отдельных нижних уровней иерархии, приводит к неопределенности в выборе стратегии поведения вышестоящих координирующих уровней.

Целью данной работы является разработка методик устранения неопределенности в задаче оптимального управления двухуровневой иерархической системой на примере экономической задачи распределения ресурсов координирующей системой (Центром) среди подчиненных предприятий (Производителей) [4] в условиях неопределенности объемов фондов Производителей. На основе двух различных подходов – метода интегральной свёртки и метода максимизации [11] получены точные аналитические решения – значения параметров оптимального управления координирующего Центра.
Постановка общей задачи. На основе общей схемы двухуровневой иерархической системы (рис.1) рассмотрим объединение n промышленных предприятий (трест, синдикат), организованного по принципу веерной иерархии и выпускающего однотипную продукцию на всех предприятиях. Управление объединением (трестом) осуществляет координатор C0 (Центр). Обозначим через Pi - объем произведенной продукции предприятия Ci (Производителя), расположенных на втором уровне иерархии (i = 1 .. n).
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Рис. 1. Двухуровневая система с n ниже расположенными Производителями C​i и координирующим Центром Cn
Поскольку продукция однотипна, величины Pi - скалярные. Центр не имеет возможности устанавливать объемы производства Pi. Он может влиять на величины лишь побочно, учитывая интересы и цели Производителей. Допустим в рамках модели, что объем произведенной продукции Производителя определяется при помощи функции Кобба – Дугласа [4]:
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где, xi - объёмы основных фондов Производителей, Li - количество рабочей силы, αi, ki - заданные константы Производителя. Если величина фондов xi фиксирована, то объем произведенной продукции (1) определяется только количеством рабочей силы. Величина Li - управляющий параметр Производителя.
В качестве гипотезы Центра о стратегии поведения Производителей рассматривается предположение - Производители стараются максимизировать собственный доход Ji:
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где xi - цена единицы произведённого продукта, ωi - средняя ставка заработной платы. Информация о деятельности Производителей поступает в Центр по информационным каналам обратной связи (параметры wi, mi на рис.1.). Для осуществления координации элементами нижнего уровня иерархии Центр использует ресурс, который должен расходоваться на создание основных фондов Производителя. Центр знает, что когда Производитель получает в свое распоряжение ресурс ui, то он производит продукцию в объеме:
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Задача Центра заключается в распределении заданного ресурса U:
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который доставляет максимум целевой функции Центра. Центру известно, что Производитель во время определения управляющего параметра Li будет знать величину ui – выбор Центра. Тогда Центр может определить оптимальное значение управляющего параметра Производителя Li*:
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Решение этой задачи при фиксированных xi, ui всегда существует, его можно получить в явном виде из условия:
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Отсюда определяем:



[image: image8.wmf](

)

*

ˆ

iiii

Lcxu

=+

, 
[image: image9.wmf](

)

1/

ˆ

1

i

k

ii

ii

i

c

ck

a

w

éù

=-

êú

ëû

.
(3)



[image: image10.wmf](

)

(

)

1

*

ˆ

i

k

iiiiiiiiii

PLcxuu

abg

-

=+=+


(4)

и приходим к задаче определения максимума целевой функции Центра J*(u1, …, un) при линейном ограничении (2).

Решение задачи оптимального управления Центра в условиях неопределенности методом интегральной свёртки. Пусть точные значения объемов фондов Производителей неизвестны, а известно, что xi равномерно распределены на некоторых интервалах 
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. Рассмотрим метод устранения неопределенности – метод интегральной свёртки. По сути, данный метод позволяет получить значения оптимальных параметров управления Центра с помощью процедуры интегрального усреднения по неизвестным параметрам xi. Допустим, что Центр задаёт желаемые для него значение объемов производства i-го Производителя 
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. Целевую функцию Центра можно определить с помощью (4):
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где 0 < σi ≤ 1, 
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 – весовые коэффициенты. Задача оптимального управления Центра имеет вид:
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Функция (5) положительная, зависит от параметров управления ui как парабола. Поэтому точка eё экстремума – минимум, который определяется из условий:
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, (i = 1 .. n),
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Обозначим через I* = { i | 1 ≤ i ≤ n, (ui)min > 0 } – множество индексов i, которые обозначают предприятия с (ui)min > 0. Если i ( I \ I*, то Центр не заинтересован в предоставлении дополнительного ресурса этим Производителям:

ui* = 0, ( i ( I \ I* ).

Если I* ≠, то из условий (2) следует, что возможно два случая.

1) Минимум (7) для i ( I* находится в замкнутой области (2):
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Тогда оптимальные управляющие параметры ui* определяются как точки минимума:
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1) Минимум (7) для i ( I* находится за границей замкнутой области (2):
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Тогда оптимальное управление находится на границе области (2) и определяется как проекция точки минимума (7) на границу области (2), которая задаётся уравнением гиперплоскости 
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. Выразим из этого уравнения произвольное значение 
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 и подставим его в (5). Тогда целевая функция (5) формально рассматривается как заданная в гиперплоскости 
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. Здесь она также имеет вид параболоида и содержит точку минимума, которая определяется из:
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(8)
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Из (8) получаем точку минимума для (i ( I*\i1):
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Для определения неизвестного параметра λ просуммируем выражение (9):
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Окончательно, выражаем λ из (10):
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Окончательно, оптимальные управляющие параметры ui* определяются с помощью λ из (11):
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ui* = 0, (i ( I \ I*).
(14)

Объединение всех рассмотренных случаев (12)-(14) дает общее решение задачи оптимального управления Центра (6).

Решение задачи оптимального управления Центра в условиях неопределенности методом максимизации. Для случая, когда значения объемов фондов Производителей xi неизвестны и заданы на некоторых интервалах 
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, рассмотрим еще один метод снятия неопределенности – метод максимизации по параметру неопределенности. По сути, данный метод позволяет получить значения оптимальных параметров управления Центра с использованием процедуры максимизации целевой функции Центра по неизвестным параметрам xi. Это приводит к получению оптимальной стратегии поведения Центра среди наихудших возможных ситуаций, задаваемых параметрами xi. Пусть Центр вводит желаемые значения объемов производства i-го Производителя 
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. Для снятия неопределенности в Целевой функции Центра применим операцию максимума по неопределенному параметру и запишем ее с помощью (4):
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где 
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 - весовые множители. Введем новые переменные 
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Функцию Центра (15) с помощью (4), (16) запишем в виде:
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Максимум в (17) для каждого i определяется на положительной параболе, на отрезке 
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. Тогда задача оптимального управления Центра:
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Для поиска минимума J(u) введем замену управляющих параметров 
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Из графика функции 
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 (рис.2) следует, что возможно два варианта.
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), что отвечает ситуации, когда Центр желает увеличить объемы производства продукции 
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-го Производителя. Из графика определяем точку минимума (20):
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Рис.2. График функции 
[image: image69.wmf](

)

22

2

iiiii

yvvv

DD

=++

.

Введём в данном случае 
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 - множество индексов, которые определяют предприятия с 
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), что отвечает ситуации, когда Центр не желает увеличивать объемы производства продукции i-го Производителя. Из графика определяем точку минимума (20):


[image: image74.wmf](

)

(

)

1

min

ˆ

i

i

iii

k

ii

P

vvx

c

a

-

¢

==-

%

(

, 
[image: image75.wmf]0

)

u

(

min

i

=


То есть, для i ( I \ I* Центр не заинтересован предоставлять дополнительный ресурс данным Производителям: 
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Для определения оптимальных управляющих параметров на множестве W рассмотрим два случая.

1) Минимум (22) для i ( I* находится в замкнутой области W (19):
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(23)

Тогда оптимальные управляющие параметры ui* определяются как точки минимума:
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, i ( I*,


ui* = 0, i ( I \ I*.

2) Минимум (22) для i ( I* находится за пределами замкнутой области (19):
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Тогда оптимальное решение находится на границе области (19) и определяется как проекция точки минимума (22) на границу области (19), которая задается уравнением гиперплоскости 
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. Выразим из этого уравнения произвольное значение 
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 и подставим его в (17). Тогда целевая функция (17) формально рассматривается как определенная в гиперплоскости 
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. Поскольку с (22), (23) следует, что параметры ui удовлетворяют 
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 для i ( I \ I*, параметры ui* = 0 определены для i ( I \ I*, целевая функция (17) имеет вид:
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Отсюда определяем точку минимума:
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(i ( I \ I*), 
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Для определения неизвестного параметру λ просуммируем выражение (25):
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Окончательно выражаем λ из (26):



[image: image93.wmf](

)

(

)

(

)

*

1

111

211

2

\

1

ˆˆ

1

ii

i

ii

kk

iIi

iiiii

P

x

cc

lD

nsaa

--

Î

æö

¢

=-+-

ç÷

ç÷

+

èø

å

%


(27)


[image: image94.wmf](

)

(

)

(

)

1111

11

11111

21

2

211

2

ˆ

ˆˆ

1

i

ii

k

iiii

ii

kk

iiiii

cP

xU

cc

nsa

D

nsaa

-

--

æö

¢

ç÷

-+--

ç÷

+

èø

%

,



[image: image95.wmf](
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Окончательно, оптимальные управляющие параметры ui* определяются с помощью λ из (27): 
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, (i (  I* \ i1)
(28)
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ui* = 0, (i ( I \ I*).
(30)

Объединение всех рассмотренных случаев (28)-(30) дает общее решение задачи оптимального управления Центра (15).
Выводы. Таким образом, рассмотренные методы снятия неопределенности – метод интегральной свёртки и метод максимизации по параметру неопределенности позволили получить аналитические решения модельных задач оптимального распределения ресурса в двухуровневой экономической системе с иерархией. Два различных подхода к решению задачи снятия неопределенности в управлении двухуровневой системой дают возможность аналитику получить диапазон возможных оптимальных решений – от наихудшего сценария (метод максимизации) до усреднённого (метод интегральной свёртки). Полученные решения могут быть использованы для качественного анализа экономических систем в рамках рассмотренных модельных зависимостей, гипотез и сделанных предположений.
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