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В В ЕДЕНИЕ 
 

В ся исто р ия че л о в е че ско го  о бщ е ств а не р азр ы в но  св язана с по искам и 
наибо л е е  р ац ио нал ьны х ф о р м  де яте л ьно сти, с по иско м  пр авил ьны х 
р е ше ний, пр иним ае м ы х в  р азл ичны х ко нкр е тны х ситуац иях. Разум е е тся, 
ситуац ии эти на р азны х этапах исто р ии (о т че л о в е ка кам е нно го  в е ка до  
наше го  со в р е м е нника) бы л и р азл ичны м и. 

Н е см о тр я на ко л о ссал ьную р азниц у м е жду задачам и, св язанны м и с 
по иско м  пр авил ьны х р е ше ний, м о жно  в се  же  указать о бщ ую че р ту, 
ко то р о й в се  о ни о бл адают, - это  задачи о  р ац ио нал ьны х спо со бах 
о р ганизац ии ц е л е напр ав л е нно й че л о в е че ско й де яте л ьно сти. Изуче ние м  
таких задач, о ты скание м  м е то до в  их р е ше ния и заним ае тся наука, 
по л учив шая назв ание  « И ССЛ ЕД О В А Н И Е О П ЕР А Ц И Й » (ИСО ). Те р м ин 
«иссл е до в ание  о пе р ац ий» им е е т м но го числ е нны е  сино ним ы : в  Англ ии 
бо л е е  упо тр е бите л ьны м  яв л яе тся в ы р аже ние  «о пе р ац ио нны е  
иссл е до в ания», ам е р иканц ы  часто  испо л ьзуют те р м ин «наука о б 
упр ав л е нии» и т.д. 

Те р м ин «иссл е до в ание  о пе р ац ий» в о зник в о  в р е м я в то р о й м ир о в о й 
в о йны . То гда о н по л но стью со о тв е тств о в ал  со де р жанию  пр е дм е та. Однако  
зачатки научно го  м ы шл е ния, хар акте р но го  дл я о пе р ац ио нны х 
иссл е до в аний, по явил ись го р аздо  р аньше : не ко то р ы е  прим итив ны е  м о де л и 
м ате м атиче ско го  пр о гр ам м ир о в ания, пр е дл о же нны е  эко но м истам и Куинси 
(1759 г.) и В ал ьр асо м  (1874 г.), задача Те йл о р а о  зе м л е ко пе  (1885 г.), 
р е зул ьтаты , по л уче нны е  в  о бл асти динам иче ско го  пр о гр ам м ир о в ания 
М ар ко в ы м  (1856-1922 г.г.), иссл е до в ания Э р л анга по  упр ав л е нию р або то й 
авто м атиче ских те л е ф о нны х станц ий, м ате м атиче ский аппар ат дл я 
р е ше ния не ко то р ы х задач эко но м ики, пр е дл о же нны й Канто р о виче м  (1938 
г.) и т.д. Однако  эти иссл е до в ания о став ал ись до л го е  в р е м я 
р азр о зне нны м и, по ка не  бы л и по дхв аче ны  о бщ им  по то ко м  р азр або то к, 
начал о  ко то р о го  по л о жил и р або ты , пр о в е де нны е  в о  в р е м я в то р о й м ир о в о й 
в о йны . Н аибо л е е  в ажны м  дл я будущ е го  бы л о  то , что  м но гие  из 
спе ц иал исто в  ув иде л и в  таких научны х р азр або тках в о е нно го  в р е м е ни 
зар о жде ние  но в о й научно й дисц ипл ины , а также  в о зм о жно сти 
испо л ьзо в ания со о тв е тствующ их научны х знаний дл я м но гих в идо в  
де яте л ьно сти в  м ир но е  в р е м я. 

Стано в л е ние  ИСО  как научно й дисц ипл ины  о тно сится к 1952 г. и 
св язы в ае тся с о р ганизац ие й Ам е р иканско го  о бщ е ств а по  ИСО . 

П о д О П ЕР А Ц И ЕЙ  м ы  буде м  по ним ать со в о купно сть де йствий, 
м е р о пр иятий, о бъе дине нны х е дины м  зам ы сл о м  и напр ав л е нны х на 
до стиже ние  о пр е де л е нно й Ц ЕЛ И . П о ка не  задана ц е л ь, не  сущ е ств уе т 
о пе р ац ии. М о же т быть не ско л ько  о пе р ац ий, напр ав л е нных на до стиже ние  
не ко то р о й ц е л и, но  в  данно й о пе р ац ии ц е л ь е динств е нна.  В  каче ств е  
прим е р а р ассм о трим  р або ту не ко то р о го  пр о м ышл е нно го  пр е дпр иятия. 
Ц е л ь –  в ы по л не ние  заказа. Н а до стиже ние  это й ц е л и м о же т быть 
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напр ав л е но  не ско л ько  о пе р ац ий: зам е на о бо р удо в ания, по по л не ние  
запасо в  сы р ья и т.д. 

 
§ 1.  Осно вные  ко мпо не нты о пе р а ции 

 
У частники о пе р ац ии (о тде л ьны е  л иц а, ко л л е ктив ы , авто м аты ) м о гут 

быть усл о в но  р азде л е ны  на три части: О П ЕРИ РУ Ю Щ А Я  СТ О Р О Н А , 
Н ЕЙ Т Р А Л ЬН Ы Е ЭЛ ЕМ ЕН Т Ы  и П Р О Т И В Н И К. 

О пе р ир ующ ая сто р о на (ОС) – со в о купно сть участнико в  о пе р ац ии, 
ко то р ы е  стр е м ятся в  данно й о пе р ац ии к до стиже нию по став л е нно й ц е л и. 

В  каче ств е  прим е р а м о жно  р ассм о тр е ть спо р тив но е  со стязание  о т 
л иц а о дно й из ко м анд (буде м  го в о р ить «наша» ко м анда): ц е л ь – в ыигр ать; 
ОС –  «наша» ко м анда, «наш» тр е не р  и «наши» бо л е л ьщ ики; не йтр ал ьны е  
эл е м е нты  – судьи; пр о тив ник – ко м анда пр о тив ника, тр е не р  ко м анды  
пр о тив нико в , бо л е л ьщ ики пр о тив ника. 

Ч л е ны  ОС не о динако в о  участвуют в  пр о в е де нии о пе р ац ии. Ср е ди 
них м о жно  в ыде л ить И ССЛ ЕД О В А Т ЕЛ Я  О П ЕР А Ц И И  (ИО ), ко то р ы й 
пр о в о дит иссл е до в ание  по  о ты сканию наил учших (в  о пр е де л е нно м  
см ы с л е ) дл я ОС спо со бо в  де йств ий. Н е см о тр я на принадл е жно сть ИО  к 
ОС, о н заним ае т в  не й о с о бо е  м е сто  в  сил у сл е дующ их пр ичин : 

1) как пр ав ил о , ИО  во врем я исследований р аспо л агае т м е ньше й 
инф о р м ац ие й о б о пе р ац ии, че м  ОС к м о м е нту пр о в е де ния о пе р ац ии; 

2) ИО  не  приним ае т о ко нчате л ьных р е ше ний. О н то л ько  пр е дл агае т 
ОС наил учшие  дл я не е  спо со бы  де йств ий, по л уче нны е  в  р е зул ьтате  
о бъе ктив но го  и о сто р о жно го  (см . § 2) иссл е до в ания в  р ам ках м о де л и, 
пр е дл о же нно й иссл е до в ате л ю. 

А КТ И В Н Ы М И  СРЕД СТ В А М И  буде м  назы в ать со в о купно сть 
м ате р иал ьны х, эне р ге тиче ских, де не жны х и других р е сур со в , а также  
о р ганизац ио нны х в о зм о жно сте й, испо л ьзуе м ы х ОС дл я до стиже ния ц е л и. 

Ре зул ьтаты  пр о в е де ния о пе р ац ии зав исят пр и данно м  ко л иче ств е  
актив ны х ср е дств  о т Ф АКТОРО В , ко то р ы е  м о жно  р азде л ить на 
КО Н Т РО Л И РУ ЕМ Ы Е (КФ ) и Н ЕКО Н Т Р О Л И РУ ЕМ Ы Е (Н КФ ). 

КФ  – спо со бы  испо л ьзо в ания актив ны х ср е дств , спо со бы  де йств ий 
ОС, ины м и сл о в ам и СТ Р А Т ЕГИ И  ОС (СОС), в л ияющ ие   о пр е де л е нны м  
о бр азо м  на хо д о пе р ац ии, в  пр о тив но м  сл учае  о пе р ац ия пе р е стае т быть 
упр ав л яе м о й, а ОС стано в ится пассив ны м  набл юдате л е м . З наче ние  
КФ акто р а о бо значим  x , а м но же ств о  в о зм о жны х значе ний КФ акто р а - 0M , 
т.е .  0x M∈ . З ам е тим , что  0M , в о о бщ е  го в о р я, м о же т быть м но же ств о м  
пр о изв о л ьно й прир о ды . 

Н КФ  м о гут быть кл ассиф иц ир о в аны  не ско л ьким и спо со бам и: по  
причинам  по яв л е ния и по  сте пе ни инф о р м ир о в анно сти ОС о  Н КФ акто р ам . 

Со гл асно  пе р в о й кл ассиф икац ии, Н КФ акто р ы  по яв л яются за сче т 
нал ичия не зависим о  о т ОС де йствующ их л юде й ил и авто м ато в , не  
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пр е сл е дующ их ц е л ь ОС (Н КФ  тако го  типа м о жно  усл о в но  назв ать 
СТ Р А Т ЕГИ Я М И  П Р О Т И В Н И КА );  

за сче т в л ияния м е те о р о л о гиче ских усл о в ий, не до стато чно й 
изуче нно сти каких-л ибо  пр о ц е ссо в  (такие  ф акто р ы  усл о в но  буде м  
назы в ать П РИРО Д Н Ы МИ). Так, в  се л ьско м  хо зяйств е  Н КФ акто р о м  
яв л яе тся м е те о р о л о гиче ская о бстано в ка. 

Н аибо л е е  яр кие  пр им е р ы  Н КФ акто р о в  пе р в о го  типа дают в о е нны е  
де йствия и спо р т. 

В то р ая в о зм о жная кл ассиф икац ия прив о дит к по яв л е нию 
Н ЕО П РЕД ЕЛЕН Н Ы Х Ф А КТ О Р О В  –  Н Ф :  ИО  изв е стно  л ишь 

м но же ств о  значе ний N  это го  ф акто р а;  значе ние  Н Ф акто р а буде м  
о бо значать y , т.е . y N∈ , приче м  N  м о же т быть м но же ств о м  
пр о изв о л ьно й прир о ды ; 

СЛ У Ч А Й Н Ы Х Ф А КТ О Р О В  – СФ :  СФ  – это  сл учайная в е л ичина Z , 
значе ния ко то р о й 0z Z∈ , а ф ункц ия р аспр е де л е ния в е р о ятно сте й F ∈ F  
(м но же ств а 0Z  и F  изв е стны  ОС и ИО ). 

Д л я о пр е де л е ния эф ф е ктив но сти пр о в е де ния данно й о пе р ац ии 
в в о дится ф ункц ия, назы в ае м ая КР И Т ЕРИ ЕМ  ЭФ Ф ЕКТ И В Н О СТ И  
О П ЕР А Ц И И  (КЭ О ). Д р угим и сл о в ам и, КЭ О  о пе р ац ии е сть по казате л ь 
со о тв е тствия м е жду р е зул ьтато м  пр е дприним ае м ы х де йств ий и ц е л ью 
о пе р ац ии. Ф о р м ал ьно  КЭ О , о бо значае м ы й  W , е сть о то бр аже ние  пр ям о го  
пр о изв е де ния  0 0M N Z× ×   в  м но же ств о  де йств ите л ьны х чисе л   
( )0 0:W M N Z R× × → .  З наче ние  ф ункц ии  ( ), ,W x y z   при ф иксир о в анно й 
ситуац ии  ( ) 0 0, ,x y z M N Z∈ × ×   по зв о л яе т судить, наско л ько  хо р о шо  ил и 
пл о хо  бы л а пр о в е де на данная о пе р ац ия в  ситуац ии  ( ), ,x y z . 

П о стр о е ние  М А Т ЕМ А Т И ЧЕСКО Й  М О Д ЕЛ И  О П ЕР А Ц И И  
о значае т по стр о е нии ф ункц ии W . 

Ре ше ние  задачи ( )max min   в  о пр е де л е нно м  см ы сл е  (см . § 4) 
ф ункц ии  W   яв л яе тся м ате м атиче ским  экв ив ал е нто м  стр е м л е ния 
до стигнуть по став л е нную ц е л ь. 

 
§ 2.  ОЦЕНКА  Э Ф Ф ЕКТ ИВ НОСТ И СТ Р А Т ЕГИЙ  ОС пр и о тсутствии 

до по лните льно й  инф о р м а ции о  зна че нии НКФ а кто р а х 
 
2.1. Рассм о трим  сначал а сам ы й пр о сто й сл учай: в  о пе р ац ии е сть 

то л ько  КФ  со  значе ниям и  0x M∈ ,  СОС е сть 0x M∈  и КЭ О   ( )W W x= . 
Д л я тако й пр о сто й м о де л и е сте ств е нны м и будут сл е дующ ие  о пр е де л е ния. 

О Ц ЕН КО Й  ЭФ Ф ЕКТ И В Н О СТ И  стр ате гии  x   назо в е м   ( )W x  
значе ние  КЭ О  в  то чке   0x M∈ . Стр ате гию 0x  е сте ств е нно  считать 
О П Т И М А Л ЬН О Й , е сл и 

( )
0

0 max ( )
x M

W x W x
∈

=    ил и  ( )
0

0 min ( )
x M

W x W x
∈

=   . 
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З адач и:  
№  2.1.1. Н а о був но й ф абрике  м о жно  пр о изв о дить тр и вида о був и: 

м ужскую, же нскую и де тскую. Н а каждую пар у м ужско й, же нско й и 
детско й о був и со о тв е тств е нно  тр е буе тся кл е я –  20, 20 и 10 г, ко жи – 4, 2 и 
1 дм 2. Сто им о сть м ужско й, же нско й и детско й о був и с уче то м  в се х р або т 
со о тв е тств е нно  р ав на 20, 30 и 10 де не жны х е диниц . З апасы  кл е я 
со став л яют 3 т, а ко жи – 4000 м 2. Рассм о тр е ть сл е дующ ие  дв е  о пе р ац ии. В  
пе р в о й о пе р ац ии в се  им е ющ ие ся р е сур сы  испо л ьзуются по л но стью, а в о  
в то р о й по сл е дне е  тр е бо в ание  не  яв л яе тся о бязате л ьны м . В  о бе их 
о пе р ац иях ц е л ь со сто ит в  в ы бо р е  тако го  пр о изв о дств а о буви, пр и ко то р о м  
сто им о сть в ы пущ е нно й пр о дукц ии яв л яе тся м аксим ал ьно й. П о стр о ить 
м о де л ь о пе р ац ии. 

А) Н айти о птим ал ьны е  стр ате гии в  о бе их о пе р ац иях и ср ав нить 
наил учшие  р е зул ьтаты . 

Б ) П р е дпо л о жим , что  детская о був ь не  в ы пускае тся со в се м . Н айти 
не о бхо дим о е  и до стато чно е  усл о вие  на ко л иче ств а р е сур со в , пр и ко то р о м  
в о  в то р о й о пе р ац ии о птим ал ьно е  пр о изв о дств о  не  испо л ьзуе т в се х 
р е сур со в . 

№  2.1.2. В  прие м но й в  о жидании л ично й в стр е чи с дир е кто р о м  
со бр ал о сь n  по се тите л е й. П р е дв ар ите л ьны й о пр о с по зв о л ил  в ы яснить, что  
р ассм о тр е нию в о пр о са i -го  по се тите л я дир е кто р  до л же н уде л ить в р е м я 

, 1,...,iT i n= . Д ир е кто р , зная , что  хо тя о бщ е е  (сум м ар но е ) в р е м я, ко то р о е  

о н уде л ит в се м  по се тите л ям , о дно  и то  же ,  
1

n

i
i

T T
=

= ∑   (не зависим о  о т 

о че р е дно сти их прие м а), хо те л  бы  так о р ганизо в ать прие м , что бы  
по се тите л и нахо дил ись в  прие м но й в  ц е л о м  как м о жно  м е ньше . Како в а 
до л жна быть о че р е дно сть прие м а? 

№  2.1.3. Им е е тся начал ьно е  ко л иче ств о  ср е дств  0K , ко то р о е   нужно  
р аспр е де л ять в  те че ние  m  л е т м е жду двум я о тр асл ям и пр о изв о дств а 1 и 2. 
Ср е дств а, в л о же нны е  в  i -ю о тр асл ь, прино сят до хо д ( )if x , о днако  
ум е ньшаются при это м  до  ( )ig x x< . П о  исте че нии го да о ставшие ся о т 0K  
ср е дств а зано в о  р аспр е де л яются м е жду о тр асл ям и. Н о в ы х ср е дств  изв не  не  
по ступае т, и в  пр о изв о дств о  в кл ады в аются в се  о став шие ся в  нал ичии 
ср е дств а; до хо д не  в кл ады в ае тся, а накапл ив ае тся о тде л ьно . 

Тр е буе тся найти спо со б упр ав л е ния р е сур сам и, при ко то р о м  
сум м ар ны й до хо д о т о бе их о тр асл е й за m  л е т буде т м аксим ал ьны м . 

Ре шить задачу в  с л учаях: 
а)  2 2

0 1 1 2 210; 5; ( ) ; ( ) 0,75 ; ( ) 2 ; ( ) 0,3K m f x x g x x f x x g x x= = = = = = ; 
б)  2

0 1 1 2 22; 5; ( ) 1 ; ( ) 0,75 ; ( ) 1 ; ( ) 0,3x xK m f x e g x x f x e g x x− −= = = − = = − = . 
 
В  о бщ е м  с л учае  значе ние  КЭ О  при ф иксир о в анно й СОС е сть 

ф ункц ия о т значе ний Н КФ . П о это м у пр е дыдущ е е  о пр е де л е ние  не  м о же т 
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быть испо л ьзо в ано  пр и о ц е нке  каче ств а пр о изв о л ьно й стр ате гии. 
Ж е л ате л ьно  эф ф е ктив но сть стр ате гии хар акте р изо в ать о дним  числ о м . 

Е сть не ско л ько  спо со бо в  по стр о е ния о ц е но к эф ф е ктив но сти 
стр ате гий. Мы  р ассм о трим  то т, ко то р ый о сно в ы в ае тся на П Р И Н Ц И П Е 
ГА Р А Н Т И Р О В А Н Н О ГО  РЕЗ У Л ЬТ А Т А , а им е нно , в  св о их иссл е до в аниях 
ИО  о р ие нтир уе тся на наихудше е  дл я ОС значе ния Н КФ . 

2.2. Рассм о трим  о пе р ац ию, ко м по не нты  ко то р о й КФ   0x M∈ , СОС 
0x M∈ , СФ  Z  с м но же ств о м  значе ний 0Z  и ф ункц ие й р аспр е де л е ния 

в е р о ятно сте й F ∈ F   . То гда КЭ О   ( ),W W x z= . 
П усть ОС р азр е шае т ИО  о ср е днять кр ите рий, что  о значае т 

ф актиче ски пе р е хо д к друго м у крите рию  ( )( )( ) ,F FW x M W x Z= , ко то р ы й 
яв л яе тся м ате м атиче ским  о жидание м  сл учайно й в е л ичины  ( ),W x Z  
о тно сите л ьно  р аспр е де л е ния F , е сл и м ате м атиче ско е  о жидание  
сущ е ств уе т. То гда О Ц ЕН КО Й  ЭФ ФЕКТ И В Н О СТ И  стр ате гии  x  
назы в ае тся числ о  

( )( ) ( )
0

( ) inf , inf , ( )FF F
Z

W x M W x Z W x z dF z
∈ ∈

= = ∫F F
, 

е сл и р е шае тся задача на м аксим ум е  и, в  пр о тив но м  сл учае  
( )( ) ( )

0

( ) sup , sup , ( )F
F F Z

W x M W x Z W x z dF z
∈ ∈

= = ∫
F F

 . 

В  сил у зако на бо л ьших чисе л  тако й пе р е хо д к о ср е дне нно м у 
крите рию о пр авдан в  сл учае  м но го кр атно го  пр о в е де ния данно й о пе р ац ии 
при не изм е нно м  ко м пл е ксе  усл о в ий. 

Е сл и же  ОС не  р азр е шае т о ср е днять крите р ий, то  е динств е нно е , что  
о стае тся ИО , это  о ц е нить эф ф е ктив но сть стр ате гии сл е дующ им  о бр азо м  

0

( ) inf ( , )
z Z

W x W x z
∈

=   ил и  
0

( ) sup ( , )
z Z

W x W x z
∈

= , 

что  кр айне  не р азум но . Ф актиче ски м ы  по л учае м  о ц е нку, ко то р ая со в се м  не  
учиты в ае т инф о р м ац ию о  р аспр е де л е нии СФ  Z . 

О ц е нка эф ф е ктив но сти не о ср е дне нно го  крите рия м о же т быть в се -
таки по л е зно й, наприм е р , при о дно кр атно м  пр о в е де нии о пе р ац ии ил и в  
сл учае  р ав но м е р но го  р аспр е де л е ния на заданно м  о тр е зке  дл я СФ . 

З адач и: 
№  2.2.1. М е жо тр асл е в о е  о бъе дине ние  в е де т стр о ите л ьств о  

авто м о бил ьно го  зав о да. П р е дсто ит в ы по л нить сл е дующ ие  о сно в ны е  
р або ты : 

А.  стр о ите л ьств о  зав о дских ко р пусо в ; 
В .  зав е р ше ние  р азр або тки м о де л и но в о го  ав то м о бил я; 
С.  нае м  р або че й сил ы ; 
Е .  о тл адка м о де л и авто м о бил я. 
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Оче р е дно сть в ы по л не ния р або т 
задана се те в ы м  гр аф ико м  (р ис . 1). 

П усть 2At =  и 1Dt =  - в р е м я 
в ы по л не ния р або т A  и D , а дл я 
о стал ьны х р або т в р е м е на их 
в ы по л не ния то чно  не изв е стны  и 
яв л яются не зав исим ы м и сл учайны м и 
в е л ичинам и. П р и это м  Bt  и Ct  
приним ают значе ния 2, 3, 4  с 
в е р о ятно стям и 1

3 , а Et  приним ае т 

значе ния 1, 2, 3 с в е р о ятно стям и 1
3 . Н иже  пр ив е де на зав исим о сть 

до по л ните л ьно й пр ибы л и о бъе дине ния о т в р е м е ни в ы по л не ния в се го  
ко м пл е кса р або т: 
В р е м я в ы по л не ния в се го  

ко м пл е кса р або т 
3 4 5 6 7 

Д о по л ните л ьная прибы л ь 
о бъе дине ния (в  ты с.р уб.) 

120 110 100 50 0 

В  р аспо р яже нии о бъе дине ния им е е тся р е зе р в , в в о д ко то р о го  
уско р яе т в се  стр о ите л ьств о  зав о да на о дну е диниц у в р е м е ни, но  по тр е буе т 
до по л ните л ьны х р асхо до в  в  20 ты с. р уб. 

Сл е дуе т л и испо л ьзо в ать р е зе р в , е сл и ц е л ью о бъе дине ния яв л яе тся 
ув е л иче ние  по  м е р е  в о зм о жно сти чисто й до по л ните л ьно й пр ибы л и (т.е . 
до по л ните л ьно й пр ибы л и за в ыче то м  р асхо до в  в  сл учае  испо л ьзо в ания 
р е зе р в а)? Со ставить м о де л ь о пе р ац ий. Крите рий эф ф е ктив но сти записать с 
по м о щ ью м атриц ы . О ср е днить по л уче нный крите рий и о тв е тить на в о пр о с 
о  ц е л е со о бр азно сти в в о да р е зе р в а. 

№  2.2.2. Скл ад им е е т ф о р м у тр е уго л ьника G  с в е р шинам и  
, 1, 2 ,3jA j = . Гр абите л ь м о же т пр о никнуть на скл ад то л ько  в  то чках jA  с 

в е р о ятно стям и  jp , о тно сите л ьно  ко то р ы х л ишь изв е стно , что  
/ // , 1,2,3j j jp p p j≤ ≤ = . Ц е л ь о пе р ац ии – «наил учшим » о бр азо м  

устано в ить сто р о же в ую в ы шку на те р р ито р ии скл ада, что бы  о бнар ужить 
гр абите л я в  м о м е нт пр о никно в е ния на скл ад. Изв е стно , что  в е р о ятно сть 
не о бнар уже ния гр абите л я пр о по р ц ио нал ьна кв адр ату р ассто яния до  
гр абите л я. Со ставить м о де л ь о пе р ац ии. Н айти о ц е нку эф ф е ктив но сти 
пр о изв о л ьно й стр ате гии, е сл и 

а)  / //0 , 1 , 1,2 ,3j jp p j= = =  ; 

б)   / // 10 , , 1,2,3
2j jp p j= = =  ; 

в )   / // // // / /
1 1 2 3 2 3

1 , 0
2

p p p p p p= = = = = =  . 

    
 
                      A                          C  
   
 
                                         D  
 
                       B                    
                                              E  
 
 
 

       Рис. 1 

О  

2 

3 

1 
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№  2.2.3. В  ав то м о бил ьно м  тунне л е  ско р о сть движе ния м ашин ν  не  
пр е в о схо дит  50 км /ч и св язана с пл о тно стью по то ка (ко л иче ств о м  м ашин 
на кил о м е тр  до р о ги)  P  сл е дующ им  эм пир иче ским  со о тно ше ние м  

60P
Z

ν−= , 

где   Z  - сл учайная в е л ичина, ко то р ая в  л юбо й м о м е нт о пр е де л яе тся 
со о тно ше ние м  л е гко в ы х и гр узо в ы х м ашин, пр о хо дящ их че р е з тунне л ь. 
Изв е стно , что  в е л ичина  z   р ав но м е р но  р аспр е де л е на на о тр е зке   1 ; 12

 
   . 

Ре гул ир о в ка движе ния в  тунне л е  пр о изв о дится путе м  в ы бо р а ско р о сти 
движе ния ν . Ц е л ь о пе р ац ии со сто ит в  ув е л иче нии по то ка м ашин П , т.е . 
ко л иче ств а м ашин, в ы хо дящ их из тунне л я за час. 

Со ставить м о де л ь о пе р ац ии. Н айти о ц е нку эф ф е ктив но сти 
пр о изв о л ьно й стр ате гии в  каждо м  из сл е дующ их пр е дпо л о же ний: 

а) о пе р ир ующ ая сто р о на р азр е шае т о ср е дне ние  крите рия; 
б) о пе р ир ующ ая сто р о на не  р азр е шае т о ср е дне ние  крите р ия. 
Н айти ско р о сть движе ния м ашин, пр и ко то р о й  по то к П  буде т 

м аксим ал ьны м . 
№  2.2.4. П р о дав е ц  газе т по купае т  k  газе т дл я пр о дажи и за каждую 

пр о данную газе ту по л учае т прибы л ь, р ав ную  a . Н е пр о данны е  газе ты  о н 
в о зв р ащ ае т, но  при это м  те р пит убыто к, р ав ный b , на каждо й не пр о данно й 
газе те . Спр о с, т.е . ко л иче ств о  z  л юде й, по купающ их газе ты , яв л яе тся 
не ко нтр о л ир уе м ы м  ф акто р о м , приним ающ им  значе ния на о тр е зке  [ ],α β , 
где   ,α β - изв е стны е  натур ал ьны е  числ а. Ц е л ь газе тчика – так в ы бр ать 
числ о  газе т k  дл я пр о дажи, что бы  по  м е р е  в о зм о жно сти ув е л ичить 
прибы л ь о т пр о дажи. Со ставить м о де л ь о пе р ац ии. Н айти о ц е нку 
эф ф е ктив но сти пр о изв о л ьно й стр ате гии и о птим ал ьную стр ате гию, е сл и  
спр о с   Z   яв л яе тся  сл учайно й в е л ичино й с изв е стны м  м ате м атиче ским  
о жидание м  m  и диспе р сие й 0D > . 

2.3. П р е дпо л о жим  те пе р ь, что  в  р ассм атрив ае м о й о пе р ац ии не т СФ , 
но  е сть Н Ф   y N∈ . То гда О Ц ЕН КО Й  ЭФ Ф ЕКТ И В Н О СТ И  стр ате гии  x  
назо в е м  числ о   

( ) inf ( , )
y N

W x W x y
∈

=    ил и   ( ) sup ( , )
y N

W x W x y
∈

=  . 

З адач и: 
№  2.3.1. Спе л е о л о г пр о дв игае тся из то чки 1C  в  то чку 2C  по  пе щ е р е , 

им е ющ е й сл е дующ ую ф о р м у (р ис. 2). 
Зде сь  , 1,2,3iC i =  - в ы хо ды  из пе щ е р ы ,  D  - то чка р азв е тв л е ния,   

1 3C D =  км , 1 2 8C C =  км ,  3 2,5DC =  
км . В  не ко то р ы й м о м е нт в р е м е ни  0t  
спе л е о л о г по в р е дил  се бе  но гу и, 
начиная с это го  м о м е нта, е го  ц е л ь 
со сто ит в  то м , что бы  как м о жно  
быстр е е  в ы йти из пе щ е р ы , в ы бир ая 

   1C                     D                           2C  
 
 
                                                 3C  
 

Рис. 2 
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л юбо й из в ы хо до в . П р е дпо л агае тся, что  спе л е о л о г при же л ании м о же т 
изм е р ять р ассто яние , пр о йде нно е  по  пе щ е р е . П о л о же ние  спе л е о л о га в  
м о м е нт  0t  на о тр е зке   [ ]1 2,C C  хар акте р изуе тся р ассто яние м   y , 
пр о йде нны м  о т 1C . Со став ить м о де л ь о пе р ац ии в  сл е дующ их в ар иантах 
инф о р м ир о в анно сти спе л е о л о га о б y : 

а)  изв е стно , что   3,5 5y≤ ≤  ; 
б)  изв е стно , что   2 4y≤ ≤ , но  спе л е о л о г не  по м нит, пр о хо дил  л и о н 

то чку D . 
№  2.3.2. Го р о д им е е т ф о р м у кр уга G  р адиуса R . Б уде м  

пр е дпо л агать, что  из л юбо й то чки го р о да м о жно  пр о е хать на м ашине  в  
л юбую другую то чку по  пр ям о й л инии и что  м ашины  движутся по  го р о ду 
с по сто янно й ско р о стью. Ре шае тся в о пр о с о  р азм е щ е нии в  го р о де  тр е х 
по жар ны х часте й. Н ужно  так в ы бр ать то чки р аспо л о же ния по жар ны х 
часте й, что бы  до  в о зникше го  в  то чке  y  по жар а м о жно  ско р е е  в се го  
до бр аться. Со ставить м о де л ь о пе р ац ии. Н айти о ц е нку эф ф е ктив но сти 
пр о изв о л ьно й стр ате гии. 

 
§ 3. Об щ е е  о пр е де ле ние  стр а те гии ОС 

 
Как уже  о тм е чал о сь р ане е , ОС м о же т р аспо л агать к м о м е нту 

пр о в е де ния о пе р ац ии до по л ните л ьно й инф о р м ац ие й. Э ту до по л ните л ьную 
инф о р м ац ию принято  назы в ать И Н Ф О РМ А Ц И О Н Н О Й  ГИ П О Т ЕЗ О Й . 
Ф о р м ал ьно  инф о р м ац ио нная гипо те за задае тся с по м о щ ью 
И Н Ф О РМ А Ц И О Н Н О Й  Ф У Н КЦ И И    0: , 1,2 ,...kR N Z R k× → =   

В ид инф о р м ац ио нно й ф ункц ии R  до л же н быть о бязате л ьно  со о бщ е н 
ИО  к м о м е нту иссл е до в ания. К м о м е нту же  пр о в е де ния о пе р ац ии стане т 
изв е стны м  ОС значе ние  ф ункц ии ( ),R y z . 

В  зависим о сти о т инф о р м ир о в анно сти ОС о  значе ниях Н КФ  принято  
в ыде л ять сл е дующ ие  типы  инф о р м ац ио нно й ф ункц ии R : 

а)  По лна я инф о р м ир о ва нно сть ОС, то  е сть ОС к начал у 
пр о в е де ния о пе р ац ии будут со о бщ е ны  значе ния в се х присутств ующ их в  
о пе р ац ии Н КФ . В  это м  сл учае  инф о р м ац ио нная ф ункц ия яв л яе тся 
то жде ств е нно й  ! ( ) ( ) ( ) 0, , , ,R y z y z y z N Z= ∈ × . 

в )  Отсутствие  инф о р м а ции о  значе нии Н КФ . То гда 
инф о р м ац ио нная ф ункц ия то жде ств е нная р ав на не ко то р о й ко нстанте  

( ) ( )0 0, , ,R y z C y z N Z≡ ∈ ×  . 
с)  Ч астичная инф о р м ир о в анно сть ОС о  значе нии Н КФ , задав ае м ая 

не ко то р о й ф ункц ие й ( ),R R y z= . 
П риме р .  Рассм о трим   не ко то р ую о пе р ац ию, в  ко то р о й из Н КФ  е сть 

Н Ф  (стр ате гия пр о тив ника)  ( )1 2 3, ,y y y y= , где   iy - ко л иче ств о  сам о л е то в  

i -го  типа, участв ующ их в  о пе р ац ии,  1,3i =  . 
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а)  ! ( )R y y= , то  е сть к начал у о пе р ац ии р азв е дка со о бщ ит ОС 
ко л иче ств о  сам о л е то в  каждо го  из тр е х типо в , участвующ их в  о пе р ац ии. 

в )   0 ( ) 0R y ≡  . Э то  о значае т, что  никаких до по л ните л ьны х св е де ний 
о  ко л иче ств е  сам о л е то в  пр о тив ника к начал у о пе р ац ии не  о жидае тся. 

с)   
3

1
1

( ) i
i

R y y
=

= ∑ . Д р угим и сл о в ам и, к начал у о пе р ац ии буде т 

изв е стна то л ько  о бщ ая числ е нно сть сам о л е то в  пр о тив ника. Е сл и же  
2 1( )R y y= , то  со о тв е тств ующ ая инф о р м ац ио нная гипо те за такая: к начал у 

о пе р ац ии буде т то чно  изв е стно  то л ько  ко л иче ств о  сам о л е то в  пе р в о го  типа. 
Инф о р м ац ио нная гипо те за испо л ьзуе тся ИО  при в ы бо р е  по в е де ния 

дл я ОС, что  и о тр аже но  в  о бщ е м  по нятии стр ате гии. 
СТ Р А Т ЕГИ ЕЙ  О П ЕРИ Р У Ю Щ ЕЙ  СТ О Р О Н Ы  (СОС) с то чки 

зр е ния ИО  яв л яе тся пр ав ил о  по в е де ния (другим и сл о в ам и спо со б де йств ия 
ил и спо со б испо л ьзо в ания актив ны х ср е дств ), р азр е ше нно е  
инф о р м ац ио нно й гипо те зо й (о жидающ е йся инф о р м ац ие й). Д адим  те пе р ь 
ф о р м ал ьно е  о писание  СОС. 

Рассм о трим  о пе р ац ию с инф о р м ац ио нно й гипо те зо й, задав ае м о й 
не ко то р о й ф ункц ие й ( ),R R y z= . СОС буде м  назы в ать тако е  о то бр аже ние   
%x   м но же ств а  0N Z×  (в о зм о жны х значе ний Н КФ ) в  м но же ств е  0M  
(в о зм о жны х спо со бо в  де йствий ОС), то  е сть  %

0 0:x N Z M× → , что  из 
усл о в ия  ( ) ( )1 1 2 2, ,R y z R y z=  сл е дуе т, что  % ( ) % ( )1 1 2 2, ,x y z x y z= . Д р угим и 
сл о в ам и, те  значе ния Н КФ , ко то р ы е  не  р азл ичае т инф о р м ац ио нная 
гипо те за, не  до л жны  быть р азл ичим ы  и в  пр е дл агае м о м  иссл е до в ате л е м  
спо со бе  по в е де ния ОС. 

Д л я сл учае в  а) ,  в )  и  с) , р ассм о тр е нны х в ы ше , в о зм о жны  
сл е дующ ие  м но же ств а стр ате гий. 

а)   ! ( ) ( ), ,R y z y z=  . То гда м но же ств о  в о зм о жны х стр ате гий 
! %{ }0 0:M x N Z M= × →  

е сть м но же ств о  в се х в о зм о жны х о то бр аже ний 0N Z×  в   0M . 
в )   ( )0 ,R y z C≡  . В  тако м  сл учае  м но же ств о  в о зм о жны х СОС 

! % % ! % ( ){ }0 0: , ,M x x M x y z x M= ∈ ≡ ∈  
е сть м но же ств о  СТ Р А Т ЕГИЙ -КОНСТ А НТ . Э ти стр ате гии м ы  о бсуждал и 
и в  § 1-2. 

с)   ( ),R R y z=  - не ко то р ая ф ункц ия, о тл ичная о т !R  и 0R . В  это м  
сл учае  м но же ств о  в о зм о жны х СОС е сть  

! % % ! ( ) ( ) % ( ) % ( ){ }1 1 2 2 1 1 2 2: ; , , , ,RM x x M R y z R y z x y z x y z= ∈ = ⇒ =  . 

Оче в идно , что   ! ! !
0 RM M M⊂ ⊂  . 
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П риме р .  Рассм о трим  о пе р ац ию, в  ко то р о й ОС р аспо л агае т дв ум я 
«сам о л е там и», а «пр о тив ник» тр е м я «зе ниткам и». В  о пе р ац ии участв уют 
о дин «сам о л е т» и о дна «зе нитка». П о стр о ить м но же ств о  СОС в  сл учаях  а),  
в )  и  с). 

В ыде л им  сначал а о сно в ны е  ко м по не нты  о пе р ац ии. 
КФ  – участв ующ ий в  о пе р ац ии «сам о л е т»;  значе ние  КФ   x  - но м е р  

это го  «сам о л е та»  и  { }0 1,2x M∈ = . 
Н Ф  – «зе нитка», участв ующ ая в  о пе р ац ии;  значе ние  Н Ф   y  - но м е р  

это й «зе нитки» и  { }1,2,3y N∈ = . 

СОС -  %
0:x N M→   ил и  % %( )x x y= . З ам е тим , что  %( )x y  е сть но м е р  

«сам о л е та» в  зав исим о сти о т но м е р а «зе нитки», участвующ е й в  о пе р ац ии. 
а)   ! ( )R y y= .  М но же ств о  в о зм о жны х СОС  !M   со сто ит, о че видно , 

из в о сьм и стр ате гий. В ы пишите  в се  эти стр ате гии. 
в )   0 ( ) 0R y ≡  . То гда  ! ! !{ }0 1 2( ) 1 , ( ) 2M x y x y= ≡ ≡  . 

с)    П усть 
0 , 1,3

( )
1 , 2

y
R y

y
=

=  =
 . 

То  е сть «зе нитки» с не че тны м и но м е р ам и не  м о гут быть р азл ичим ы  
р азв е дко й ОС. То гда ИО  не  м о же т уже  р е ко м е ндо в ать ОС тако й спо со б 
де йствия, как 

% 1 , 1,2
( )

2 , 3
y

x y
y
=

=  =
 , 

ко то р ы й при испо л ьзо в ании «пр о тив нико м » «зе нитки» с но м е р о м  о дин  
пр е дл агае т в ы пустить «сам о л е т» о дин , а в  с л учае  испо л ьзо в ания 
«пр о тив нико м » т р е т ь е й зе нитки – вт о ро й  «сам о л е т». 

П о это м у 
! ! ! ! !{ }1 2 3 4, , ,RM x x x x=  , 

где  

! !
3 4

1 , 1,3 2 , 1,3
( ) ; ( )

2 , 2 1 , 2
y y

x y x y
y y
= = 

= = = = 
 . 

 
§ 4.ОЦЕНКА  Э Ф Ф ЕКТ ИВ НОСТ И СТ Р А Т ЕГИЙ  ОС пр и на личии 

до по лните льно й  инф о р м а ции о  зна че нии НКф а кто р о в 
 
4.1. Рассм о трим  о пе р ац ию, ко м по не нты  ко то р о й КФ   0 ,x M∈   Н Ф    

y N∈  ,  КЭ О    ( , )W W x y=  ,  СОС  % %( )x x y= , где   M  о дно  из тр е х 
в о зм о жны х м но же ств  стр ате гий  ! ! !

0 , ,RM M M .  То гда ОЦЕНКОЙ  
Э Ф Ф ЕКТ ИВ НОСТ И СОС  %x   назо в е м  числ о  
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%( ) %( )inf ( ),
y N

W x W x y y
∈

=  .                                    ( 1 ) 

Оче в идно , что  %( )W x  буде т по л уче но  в  р е зул ьтате  о пе р ац ии, е сл и ОС 

испо л ьзуе т стр ате гию %x  и нахо дится в  сам о й худше й дл я се бя ситуац ии. А 
им е нно : пр о тив нику изв е стны  СОС  %x   и о н пр е сл е дуе т ц е л ь, 
пр о тив о по л о жную ц е л и ОС (е сл и ц е л ь пр о тив ника пр о тив о по л о жна ц е л и 
ОС, то  е сть КЭ О  дл я пр о тив ника е сть - W , то  о н буде т стр е м иться 
ум е ньшить в е л ичину крите рия W , а е сл и е м у изв е стна е щ е  СОС  %x , то  о н, 
е сте ств е нно , в ы бе р е т  y  таким , что бы  р е ал изо в ать (1) ил и по до йти 
до стато чно  бл изко  к это й в е л ичине ). 

Е сл и пр о тив ник им е е т не пр о тив о по л о жную ц е л ь, в ы р ажае м ую 
крите рие м   1( , )W x y , и ИО  изв е сте н это т кр ите рий, то  ОС, со о бщ ая 
пр о тив нику св о ю стр ате гию и уто чняя со о тв е тств ующ им  о бр азо м  
м но же ств о  значе ний Н Ф , м о же т ул учшить о ц е нку (1). 

Так, е сл и ИО  изв е стно , то  пр о тив ник знае т СОС  %x , то  о н м о же т 
исхо дить из то го , что  пр о тив ник, стр е м ясь м аксим изир о в ать ф ункц ию 1W , 
в ыбе р е т 1y  таким  о бр азо м , что бы  

% ( )( ) % ( )( )1 1 1 1, max ,
y N

W x y y W x y y
∈

=   .                                      ( 2 ) 

П о ско л ьку ИО  не изв е стны  м о тив ы  в ы бо р а  1y  из в се х р е ал изующ их 
м аксим ум  (2), то  о став аясь на по зиц иях гар антир о в анно го  р е зул ьтата, за 
о ц е нку эф ф е ктив но сти стр ате гии %x  о н до л же н принять 

%( )
%( )

% ( )( )
1

1 1inf ,
y N x

W x W x y y
∈

= , 

где  
%( ) % ( )( ) % ( )( ){ }1 1 1 1 1: , max ,

y N
N x y W x y y W x y y

∈
= = . 

Так как %( )N x N⊂  , то  дл я л юбо й СОС  %x M∈ ,  
%( ) %( )W x W x≥ . 

Д р угим и сл о в ам и, е сл и ц е л ь пр о тив ника не  пр о тив о по л о жна ц е л и 
ОС, то  ОС в ы го дне е  со о бщ ить св о ю стр ате гию, иначе  даже  о бщ но сть 
ц е л е й м о же т быть ничуть не  л учше , че м  их пр о тив о по л о жно сть. 

Стр ате гию ! !0 0 ( )x x y=  назо в е м  ОПТ ИМ А Л Ь НОЙ  в  м но же ств е  
стр ате гий  M , е сл и 

!( ) %

%( )0 max
x M

W x W x
∈

= . 

Ч исл о   

%

%( )
%

% ( )( )( ) sup supinf ,Г y Nx M x M
W M W x W x y y

∈∈ ∈
= =  

принято  назы в ать НА ИЛ УЧ Ш ИМ  ГА Р А НТ ИРОВ А ННЫ М  
РЕЗ УЛ Ь Т А Т ОМ . 
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4.2. П р е дпо л о жим  те пе р ь, что  в  р ассм атрив ае м о й о пе р ац ии не т 
Н Ф акто р о в , но  е сть СФ   Z  - сл учайная в е л ичина со  значе ниям и 0z Z∈  и 
ф ункц ие й р аспр е де л е ния в е р о ятно сте й F ∈ F . То гда КЭ О   ( ),W W x z=  и 

СОС  % %( )x x z M= ∈ . 
П усть ОС р азр е шае т ИО  о ср е днять крите рий, то  е сть р азр е шае т ИО  

пе р е хо д к друго м у кр ите рию  %( ) % ( )( ),W x M W x Z Z =   , ко то р ы й 

яв л яе тся м ате м атиче ским  о жидание м  сл учайно й в е л ичины % ( )( ),W x Z Z . 

То гда ОЦЕНКОЙ  Э Ф Ф ЕКТ ИВ НОСТ И стр ате гии %( )x z  назы в ае тся числ о  
%( ) % ( )( ) % ( )( )

0

inf , inf , ( )
F F

Z

W x M W x Z Z W x z z dF z
∈ ∈

 = =  ∫F F
. 

 
4.3. Рассм о трим  те пе р ь о бщ ий сл учай, а им е нно  о пе р ац ию, в  ко то р о й 

присутствуют в се  ф акто р ы . П усть КФ  :  0x M∈ ;  Н Ф  : y N∈  ;  СФ  : Z - 
сл учайная в е л ичина со  значе ниям и 0z Z∈  и ф ункц ие й р аспр е де л е ния 
F ∈F ;  КЭ О  : ( , , )W W x y z= ;  СОС :  % %( , )x x y z M= ∈ . П р е дпо л о жим , что  
ОС р азр е шае т ИО  о ср е днять крите рий. То гда ОЦЕНКОЙ  
Э Ф Ф ЕКТ ИВ НОСТ И СОС назо в е м  числ о  

%( ) % ( )( )
0

inf , , , ( )
F

Z

W x W x y z y z dF z
∈

= ∫F
, 

е сл и Н Ф   y  не  зав исит о т р е ал изац ии  z  сл учайно й в е л ичины  Z . 
Н апр им е р ,  y  - стр ате гия пр о тив ника не  зав исит о т о шибки р азв е дки ОС - 
Z . Е сл и же  y  зависит о т р е ал изац ии z  СФ акто р а  Z , то  о ц е нко й буде т 
числ о  

%( ) % ( )( )
0

inf , , , ( )
F

Z y N

W x W x y z y z dF z
∈

∈

= ∫ ∫F
. 

З адач и: 
№  4.1. П усть  { } { }0 1,2,3, 4 , 1,2,3x M y N∈ = ∈ =  и  

( )( )

3 7 1
2 3 2

,
3 2 3

4 3 8

W x y

− 
 − =
 −
 

− 

. 

Н айти о ц е нки эф ф е ктив но сти стр ате гий ! ( )1 1,1,1x = , е сл и 
а)  y  - не о пр е де л е нны й ф акто р ; 
б)  Y  - сл учайны й ф акто р ,  N  - м но же ств о  в о зм о жны х значе ний СФ  

и р аспр е де л е ние  в е р о ятно сте й  2 1 1, ,
3 6 6

 
 
 

 . 
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№  4.2.  П усть [ ]0 1;1x M∈ = −  ;  y  - стр ате гия пр о тив ника, им е ющ е го  
инте р е сы , пр о тив о по л о жны е  инте р е сам  о пе р ир ующ е й сто р о ны ,  

[ ]1,1y N∈ = − ;  Z  - сл учайная в е л ичина, значе ния ко то р о й  [ ]0 1,1z Z∈ = − . 

Н айти о ц е нки эф ф е ктив но сти стр ате гий  !1x  и  !2x ,  где   
!

!

1

2

( , )
1, 0, 0 0 , 0

( , )
1,

x y z yz
z y или z y

x y z
в других случаях

=

≤ ≤ ≥ ≥
=  −

 

е сл и   
а) пр о тив ник не  знае т р е ал изац ии z ; 
б) пр о тив ник знае т р е ал изац ию z . 
Ре шить задачу, считая 
1)  Z  - сл учайная в е л ичина с пл о тно стью р аспр е де л е ния 

в е р о ятно сте й  ( ) [ ],( ) 1 ( ) ,f z z z z R−= − ∈1 11 ; 
2)   

1
1 2;
3 3

p  ∈   
   

 
3)   

[ ]1 2, 1,1z z ∈ −    

 

4)   

1,
2

( )
1 1

0 , 1, .
2 2

q z
q

f z
z q

q

 ≤= 
 < ≤ ≥


 

№  4.3.   
( ) ( )

( ) ( ) [ ] [ ]

2 2
1 2 1 2 1 2 1 1 1 1 1 2

2 2
2 2 2 2 1 2 1 2 0

, , , , , 4

4 , , 1,1 1,1 ;

W x x y y z z y x z y x x

y x z y z x x x M

= + +

+ + ∈ = − × −
 

1 2,y y  - стр ате гии пе р в о го  и в то р о го  пр о тив нико в , инте р е сы  ко то р ы х 
не изв е стны ,  1 21 1 , 1,2 ; ,iy i z z− ≤ ≤ = - дв е  не зав исим ы е  сл учайны е  
в е л ичины , р ав но м е р но  р аспр е де л е нны е  на о тр е зке  [ ]1,1− . Н айти о ц е нку 

эф ф е ктив но сти стр ате гии о пе р ир ующ е й сто р о ны   % % ( ) ( )1 2 1 2: , ,x x z z z z= , 
е сл и: 

а)  пр о тив ники не  знают р е ал изац ий 1z   и  2z  ; 
в )  в то р о й пр о тив ник знае т р е ал изац ию 2z , но  не  1z , а пе р в ы й не  

знае т р е ал изац ий 1z   и  2z  ; 

0Z  0,5−  0,5  
 P  1p  2p  

0Z  1z  2z  
 P  0,5  0,5  
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с)  в то р о й пр о тив ник знае т р е ал изац ию 1z , но  не  2z , а пе р в ы й не  
знае т р е ал изац ий 1z   и  2z  ; 

d)  в то р о й пр о тив ник знае т р е ал изац ии 1z   и  2z , а пе р в ы й эти 
р е ал изац ии не  знае т; 

е )  в то р о й пр о тив ник знае т р е ал изац ии 1z   и  2z , а пе р в ы й знае т 
р е ал изац ию 2z , но  не  1z ; 

f)  в то р о й пр о тив ник знае т р е ал изац ии 1z   и  2z , а пе р в ы й знае т 
р е ал изац ию 1z , но  не  2z ; 

g)  о ба пр о тив ника знают р е ал изац ии 1z   и  2z . 
№   4.4.  

( )( ) { }
{ }
0

1 2 3 4 2 3
1,2,3

, 5 1 2 3 2 1 , ,
1,2,3, 4,5,6

5 2 2 3 4 3

x M
W x y

y N

 
∈ = = −  ∈ = − − − 

 

y  - стр ате гия пр о тив ника, знающ е го  стр ате гию о пе р ир ующ е й сто р о ны . 
Н айти о ц е нки эф ф е ктив но сти стр ате гий ! ( )1 1,2,2,3,3,3x =  ,  
! ( )2 2,1,2,1,3, 2x = , е сл и 

а) инте р е сы  пр о тив ника заданы  м атриц е й 

( )( )1

2 3 3 4 2 3
, 4 1 2 3 2 3,5 ,

5 3 5 2 1 2
W x y

 
 =  
 − − − 

 

в ) инте р е сы  пр о тив ника заданы  м атриц е й с эл е м е нтам и ( , )пW x y , 
о тно сите л ьно  ко то р ы х изв е стно  л ишь, что  1 2( , ) ( , ) ( , )пW x y W x y W x y≤ ≤  при 
в се х  0 ,x M y N∈ ∈ , где   1( , )W x y  - эл е м е нты  м атриц ы  из п .а) , а 2 ( , )W x y  - 
эл е м е нты  м атриц ы    

( )( )2

3 4 4 5 3 4
, 5 2 3 4 3 4,5 ,

6 4 4 3 0 1
W x y

 
 =  
 − 

 

с) инте р е сы  пр о тив ника заданы  л ибо  м атриц е й 1( , )W x y  из п. а), л ибо  
м атриц е й  

( )( )3

0 1 0 1 0 0
, 1 0 0 0 1 0 ,

1 0 1 1 1 1
W x y

 
 =  
 
 

 

d) инте р е сы  пр о тив ника  с в е р о ятно стью 1
2  о писы в аются м атриц е й 

1( , )W x y  и с в е р о ятно стью 1
2  - м атриц е й 3 ( , )W x y . 
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§ 5. См е ш а нные  стр а те гии 
 
Рассм о трим  о пе р ац ию, в  ко то р о й е сть КФ  0x M∈ ,  Н Ф   y N∈  ,   

КЭ О   ( , )W W x y= . 
Н апо м ним , что  в  сл учае  о тсутств ия до по л ните л ьно й инф о р м ац ии о  

значе нии Н Ф  в о зм о жны м и м о гут быть то л ько  стр ате гии-ко нстанты  
% ! %( )0 0x M x x M∈ ≡ ∈ . Я сно , что   %x x≡  яв л яе тся пр о сте йше й стр ате гие й. 

П о это м у не до пустим о  по л учать р е зул ьтат худший, че м  м о же т дать !
0M , 

худший, че м  !( )0ГW M . Д р угим и сл о в ам и р е зул ьтат пр о в е де ния о пе р ац ии в  
усл о в иях наим е ньше й в о зм о жно й инф о р м ир о в анно сти до л же н быть 
наим е ньшим . Д е йств ите л ьно , дл я л юбо го   !

0M M⊃  
!( )

% !

%( )
0

0 sup ( ) sup ( )Г Г
x Mx M

W M W x W M W x
∈∈

= ≤ =  . 

Э то  и е сть м ате м атиче ско е  в ы р аже ние  принц ипа р о ста р е зул ьтата с 
р о сто м  инф о р м ир о в анно сти ОС. 

Э то  и е сть м ате м атиче ско е  в ы р аже ние  принц ипа р о ста р е зул ьтата с 
р о сто м  инф о р м ир о в анно сти ОС. 

В ы ше сказанно е  о значае т, что  пе р в о й и не о бхо дим о й задаче й при 
иссл е до в ании ко нкр е тно й о пе р ац ии яв л яе тся задача нахо жде ния 
о птим ал ьно й стр ате гии !0x  в   ! 0M   и числ а 

!( )
0

0 sup inf ( , )Г y Nx M
W M W x y

∈∈
=  , 

назы в ае м о го  часто  м аксим ино м  о пе р ац ии. 
В сл е д за этим  в о зникае т в о пр о с, не л ьзя л и ул учшить о жидае м ы й 

р е зул ьтат по  ср ав не нию с  !( )0ГW M , не  испо л ьзуя ко нкр е тную 
инф о р м ац ию о  Н Ф . Одна из в о зм о жно сте й закл юче на в  прим е не нии 
см е шанны х стр ате гий, прив о дящ их к искусств е нно м у в в е де нию 
сл учайно сти на м но же ств е  стр ате гий-ко нстант !

0M  ил и в се  р ав но , что  на 
м но же ств е  0M  (иначе  назы в ае м о м у р андо м изац ие й стр ате гий). 

СМ ЕШ А ННОЙ  СТ Р А Т ЕГИЕЙ  ОС буде м  назы в ать р аспр е де л е ние  
в е р о ятно сте й ϕ  на м но же ств е  0M   (ϕ  - в е р о ятно стная м е р а на 0M ).  

Сл е дуе т не  забы в ать о  принц ипиал ьно м  о тл ичии сл учайно сти в  
см е шанны х стр ате гиях о т о бычны х сл учайны х ф акто р о в , со сто ящ е е  в  то м , 
что  пе р в ы е  сл учайно сти о тно сятся к кате го р ии со знате л ьно  в ы бир ае м ы х, 
ко нтр о л ир уе м ы х ф акто р о в , а в то р ы е  – к не ко нтр о л ир уе м ы м . 

Мно же ств о  в се х в о зм о жных см е шанны х стр ате гий буде м  о бо значать  
{ }Ф ϕ= , а м но же ств о  в ы р о жде нны х р аспр е де л е ний 

{ }0 0;xФ x Mϕ= ∈  , 
где   xϕ  - в ы р о жде нно е  в  то чке   x  р аспр е де л е ние  в е р о ятно сте й. 
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Оче в идно , что  м е жду м но же ств ам и 0Ф  и 0M  сущ е ств уе т в заим но  
о дно значно е  со о тв е тствие . 

ОЦЕНКОЙ  Э Ф Ф ЕКТ ИВ НОСТ И СОС  ϕ  буде м  назы в ать числ о   
( ) ( )

0

inf ( , )
y N

M

W W x y d xϕ ϕ
∈

= ∫ . 

НА ИЛ УЧ Ш ИМ  ГА Р А НТ ИРОВ А ННЫ М  РЕЗ УЛ Ь Т А Т ОМ  в  Ф  
буде м  назы в ать числ о  ( )( )ГW Ф W ϕ= . 

Им е е т м е сто  те о р е м а: 
!( ) !( )0 ( )Г Г ГW M W Ф W M≤ ≤  . 

 
Заме чан ия. 
1. Е сл и  !( ) !( )0Г ГW M W M= , то  не т см ы сл а стр е м иться к по л уче нию 

инф о р м ац ии о б  y  и не т см ы сл а в в о дить искусств е нны й сл учайны й 
м е ханизм  на м но же ств е   0M . 

2. Е сл и !( ) !( )0 ( )Г Г ГW M W Ф W M= < , то  р андо м изац ия стр ате гий 
ниче го  не  дае т и е сте ств е нны м  буде т стр е м л е ние  к по л уче нию по л но й 
инф о р м ац ии о б y . 

3. Е сл и же  !( ) !( )0 ( )Г Г ГW M W Ф W M< = , то  ц е л е со о бр азно  
о сущ е ств ить р андо м изац ию стр ате гий-ко нстант. Э то  о значае т в ыбо р  
стр ате гий из !

0M  ил и в се  р ав но , что  из 0M  в  со о тв е тствии с заданны м  
р аспр е де л е ние м  в е р о ятно сте й. Оче в идно , что  р андо м изац ия им е е т см ы сл  
при м но го кр атно м  по в то р е нии о пе р ац ии. 

 
З адач и: 
№  5.1.  П усть  { } { }0 1,2,3 , 1, 2,3,4,5x M y N∈ = ∈ =  и 

( )( )
1 7 3 0 2

, 2 2 1 5 8
5 3 8 2 0

W x y
− 

 = − − 
 − 

 . 

Н айти о птим ал ьную стр ате гию и наил учший гар антир о в анный 
р е зул ьтат в  M  , где  

а)   !
0M M=  ; 

в )   !M M=   ; 
с)   !

RM M=   и   (1) (3) (5) , (2) (4)R R R R R= = =  ; 
d)   прив е дите  прим е р  инф о р м ац ио нно й ф ункц ии, дл я ко то р о й  

!( ) !( )0Г Г RW M W M<  ; 

е )   прив е дите  прим е р  инф о р м ац ио нно й ф ункц ии, дл я ко то р о й  
!( ) !( )0Г Г RW M W M=  ; 
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f)   найти о ц е нку эф ф е ктив но сти см е шанно й стр ате гии  1
1 1 1, ,
3 3 3

ϕ  =  
 

 

и  2
1 1, ,0
2 2

ϕ  =  
 

. 

№  5.2.  П усть  { } { }0 1,2,3,4,5 , 1, 2,3,4x M y N∈ = ∈ =  и 

( )

1 2 3 0
0 2 2 7

( , ) 0 3 2 1
1 1 2 1
7 2 0 5

W x y

− 
 
 
 =
 

− − 
 − 

 . 

Отв е тить на в о пр о сы    а) – d)  задачи №  5.1., считая  (1) (2)R R=  , 

(4) (5)K R=  ;  1
1 1 1 1 1, , , ,
5 5 5 5 5

ϕ  =  
 

  и  2
1 1 1,0, ,0,
3 3 3

ϕ  =  
 

. 

№  5.3.  П о др азде л е ние  до л жно  ф о р сир о в ать р е ку в  о дно й из то че к 
пр ям о л ине йно го  участка дл ино й 1 км . Н а участке  р аспо л о же на о дна 
о гне в ая то чка пр о тив ника, пр иче м  в е р о ятно сть в ы по л не ния задания пр ям о  
пр о по р ц ио нал ьна р ассто янию о т то чки ф о р сир о в ания до  о гне в о й то чки 
пр о тив ника. Н е о бхо дим о  в ы бр ать м е сто  ф о р сир о в ания р е ки. 

а)  П о стр о ить м о де л ь о пе р ац ии. Н айти наил учшие  гар антир о в анны е  
р е зул ьтаты  ( )0ГW M  (м е сто по л о же ние  о гне в о й то чки не изв е стно ),  ( )ГW Ф  

(в  см е шанны х стр ате гиях),  !( )ГW M   (м е сто по л о же ние  о гне в о й то чки 
стане т изв е стно , бл аго дар я р азв е дке , к м о м е нту пр о в е де ния о пе р ац ии), 
найти со о тв е тств ующ ие  о птим ал ьны е  стр ате гии. 

б)  К м о м е нту пр о в е де ния о пе р ац ии р азв е дка устано вит, л е жит л и 
о гне в ая то чка пр ав е е  се р е дины  участка ил и не т. П о стр о ить 
инф о р м ац ио нную ф ункц ию R , найти наил учший гар антир о в анный в  !

RM   
р е зул ьтат и о птим ал ьную стр ате гию  !0x . 

в )  Разв е дка устано в ит, л е жит л и о гне в ая то чка на о тр е зке  1 ,1
4

 
  

  ил и 

не т. П р о де л ать то  же , что  и в  п. б) . 
г)  Разв е дка устано вит м е сто по л о же ние  о гне в о й то чки на о тр е зке   

1 ,1
4

 
  

  ил и  о тсутств ие  е е  на это м  о тр е зке . П р о де л ать то  же , что  и в  п. б)  . 

д)  О пе р ир ующ ая сто р о на, кр о м е  м е сто по л о же ния то чки 
ф о р сир о в ания р е ки, в ы бир ае т м е сто по л о же ние  о тр е зка заданно й дл ины  

1α <  , на ко то р о м  буде т пр о в е де на р азв е дка. То чне е  в ыбир ае тся  
[ ]0 ,1β α∈ −  , и к м о м е нту пр о в е де ния о пе р ац ии р азв е дка устано в ит 
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м е сто по л о же ние  о гне в о й то чки на о тр е зке   [ ],β β α+   ил и о тсутств ие  е е  на 
это м  о тр е зке . Н айти наил учший гар антир о в анны й р е зул ьтат. 

 
§ 6. М е то ды све р тыва ния кр ите р ие в 

 
Ч асто  при р е ше нии пр актиче ских задач м ы  прихо дим  к не ско л ьким  

крите риям  1 ,..., sW W , из ко то р ы х тр удно  в ыбр ать наибо л е е  
пр е дпо чтите л ьны й. Е сл и не т в о зм о жно сти о дно в р е м е нно  ув е л ичив ать ил и 
ум е ньшать частны е  крите рии  1 ,..., sW W , то  м о жно  в о спо л ьзо в аться о дним  
из м е то до в  св е р ты в ания (о бъе дине ния) крите рие в . Со гл асно  это м у м е то ду, 
м ы  пе р е хо дим  к но в о м у крите рию 0W , ко то р ы й яв л яе тся ф ункц ие й о т 
частны х крите рие в  

( )0 1 ,..., sW F W W= . 
Рассм о трим  сначал а так назы в ае м ы е  Э Л ЕМ ЕНТ А РНЫ Е м е то ды  

св е р ты в ания. 
 
 
1. М ет од сум м ирования 

0
1

s

j j
j

W Wλ
=

= ∑  . 

Ко эф ф иц ие нты   jλ  хар акте р изуют в кл ад каждо го  из частны х 
крите рие в .  Е сл и частны е  крите рии р ав но пр ав ны , то   1jλ =   дл я в се х  

1,j s= . 
Обо бщ е ние м  м е то да сум м ир о в ания яв л яе тся м е то д инте грир о в ания. 

З де сь м ы  им е е м  де л о  с се м е йств о м  частны х крите рие в   { },uW u U∈   и 
то гда 

0 ( )u
U

W W u duλ= ∫  , 

где   ( )uλ  - не ко то р ая в е со в ая ф ункц ия. 
Ране е , о ср е дняя кр ите рий, м ы  ф актиче ски пр им е нял и м е то д 

сум м ир о в ания в  сл учае  дискр е тно го  р аспр е де л е ния Сф акто р а  
{ }( )0,j j jZ P Z z z Zλ = = ∈ и м е то д инте грир о в ания пр и не пр е р ы в но м  

р аспр е де л е нии Z  (зде сь ( )zλ  - пл о тно сть р аспр е де л е ния в е р о ятно сте й 
сл учайно й в е л ичины  Z  со  значе ниям и  0z Z∈ ). 

2. П ереход к двузнач ном у крит ерию  
/

0 /

1 ,
0,

W WW
W W

 ≥
= 

<
 , 

где   /W  - заданно е  числ о . 
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3. О боб щ енные логич еские м ет оды  сверт ывания крит ериев 
А) П е р е хо д о т ц е л и с крите рие м  W  к пр о тив о по л о жно й ц е л и, 

ко то р о й со о тв е тствуе т крите рий .прW  

.прW W= −  . 
Е сл и  W  - двузначны й крите р ий, то  е сть 

1,
0,

це ль до с т игн ут а
W

це ль н е до с т игн ут а


= 


 , 

то  пе р е хо д к пр о тив о по л о жно й ц е л и удо бне е  о писать сл е дующ им  о бр азо м  
А/)  . 1прW W= − , 

так как по сл е дняя о пе р ац ия в  о тл ичие  о т .прW W= −  не  в ы в о дят из 
м но же ств а дв узначны х крите р ие в . 

П усть как и р аньше , 1 ,..., sW W  частны е  крите рии. В в е де м  дл я них дв е  
о пе р ац ии о бо бщ е нно го  л о гиче ско го  св е р ты в ания. 

В )  0 1,
max j jj s

W Wλ
=

=  . 

С)   0 1,
min j jj s

W Wλ
=

=  . 

Н е тр удно  по нять, что  дл я двузначны х р ав но пр ав ны х  ( )1, 1,j j sλ = =  

крите рие в  1 ,..., sW W  прим е не ние   В )  о значае т пе р е хо д к ц е л и, со сто ящ е й в  
в ы по л не нии хо тя бы  о дно й из частны х ц е л е й, а пр им е не ние   С) о значае т, 
что  ц е л ь, со о тв е тствующ ая  0W   со сто ит в  в ыпо л не нии в се х частны х ц е л е й. 
Как изв е стно  из кур са м ате м атиче ско й л о гики, о пе р ац ии  А/ ) , В ) ,  С)  
со став л яют по л ную систе м у о пе р ац ий в  м но же ств е  дв узначны х крите рие в . 

В в е де нны е  в ы ше  эл е м е нтар ны е  де йствия в  со сто янии о тр азить в сю 
шир о ту в о зм о жны х о дно значны х зав исим о сте й 0W  о т  1 ,..., sW W  дл я 
ко не чно -значных крите рие в . 

Т еорем а о п олнот е:   Е сл и крите рии  1 ,..., sW W  приним ают ко не чно е  
числ о  ко не чны х в о зм о жны х значе ний и ф ункц ия F  о сущ е ств л яе т 
в заим но о дно значно е  со о тв е тствие  sR   в  R  , то  крите р ий ( )0 1 ,..., sW F W W=  
м о же т быть пр е дстав л е н в  виде  ко не чно го  числ а де йств ий 1-3. 

 
З адач и:  
№  6.1.  Ч астный крите рий  iW  приним ае т значе ние  1, е сл и в ы по л не на  

i − ая частная ц е л ь, и значе ние  0 – в  пр о тив но м  сл учае ,  1,2,...,i s=  . 
З аписать о бо бщ е нны й крите рий 0W , е сл и ц е л ь о пе р ир ующ е й сто р о ны  
со сто ит в  сл е дующ е м : 

а) в ы по л не на хо тя бы  о дна ц е л ь; 
б) в ы по л не ны  в се  ц е л и о дно в р е м е нно ; 
в ) в ы по л не на хо тя бы  о дна пар а ц е л е й с со се дним и но м е р ам и; 
г) дл я л юбо й пар ы  ц е л е й с со се дним и но м е р ам и в ы по л не на хо тя бы  

о дна ц е л ь из пар ы ; 
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д) в ы по л не ны  не  м е не е  k  ц е л е й,  k s≤  ; 
е ) в ы по л не но  р о в но  k  ц е л е й,  k s≤ . 
№  6.2.  П усть  { } { }0 1,2,3 , 1, 2,3x M y N∈ = ∈ = , 

( ) ( ) ( )1 2 3

3 8 2 1 2 7 2 8 8
( , ) 8 4 8 , ( , ) 7 7 7 , ( , 3 4 10

3 2 4 4 2 3 10 10 0
W x y W x y W x y

     
     = = =     
     
     

. 

З аписать о бо бщ е нны й крите рий 0W , е сл и 
а)  в се  частны е  крите рии р ав но пр ав ны , а о пе р ир ующ ая сто р о на 

стр е м ится к ув е л иче нию значе ния хо тя бы  о дно го  частно го  крите рия; 
б)   в се  частны е  крите рии р ав но пр ав ны , а о пе р ир ующ ая сто р о на 

стр е м ится к о дно в р е м е нно м у ув е л иче нию значе ний в се х частны х 
крите рие в . 

 
№  6.3.  Ре шить задачу №  6.3, е сл и   

{ } { }0 1,2,3 ; 1,2,3,4x M y N∈ = ∈ =  

( ) ( )

( )

1 2

3

1 4 3 2 7 2 3 1
( , ) 7 5 6 3 , ( , ) 4 4 3 2 ,

2 3 5 8 10 8 5 0

3 2 3 4
( , ) 7 3 2 3 .

1 2 3 8

W x y W x y

W x y

   
   = =   
   
   

− 
 =  
 − − 
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